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Year still after year flows

down the Seven Rivers

cloud passes, sunlight glows

reed and willow quivers

at morn and eve, but never more
Westward ships have waded

in mortal waters as before

and their song has faded.

The Last Ship

Venimos de Dios, e inevitablemente los mitos que tejemos, aunque
contienen errores, reflejan también un astillado fragmento de la luz
verdadera, la eterna verdad de Dios.

John Ronald Reuel Tolkien, Mythopoeia.
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Resumen

Se aplica el formalismo de Raiz Cuadrada de Dirac para solventar algunos prob-
lemas fisicos que presentan la ecuaciéon de Wheeler DeWitt en diferentes modelos
de minisuperespacios, en particular el modelo de Robertson Walker, el de Fried-
mann Robertson Walker, el de Senovilla, el de Kasner y los de Bianchi tipo 1
y II. Se hace una revisién de estos modelos cosmolégicos y se encuentran las
funciones de onda asociadas a cada minisuperespacio. Se estudia la validez y la
aplicabilidad de la descomposicién de Dirac en Cosmologia Cuantica, y se aborda
el problema de la definicién del tiempo segun el formalismo de Wheeler-DeWitt.

Abstract

The Dirac Descomposition formalism is put to the test in the context of Quan-
tum Cosmology, to study its validity and applicability. We apply the Dirac
Square Root programme to the Wheeler DeWitt equation for certain minisu-
perspace models, to solve some interpretation problems that come up. We study
the application of this formalism to the Robertson Walker, Friedmann Robert-
son Walker, Kasner, Senovilla and Bianchi types I and II cosmological models. A
thorough exposition of these models is shown, and the wave functions asociated
with each model are found. Finally, the problem of time in Canonical Quan-
tum Cosmology is studied and some conclusions regarding its interpretation are
established.



Introduccion

La cosmologia es el campo de la fisica que se ocupa de la evolucién del uni-
verso a gran escala o kosmos, desde su creacién hasta su fin. Los modelos que
existen son modelos tedricos que son basados principalmente en la observacion
del universo lejano, y de los ecos de la creacién; estos modelos, por tener en cuen-
ta la masa de todo el universo, no sélo deben estar de acuerdo con las ecuaciones
de campo de la Relatividad General, sino que ademas tienen que salir de ahi co-
mo consecuencias directas. Pero cuando miramos muy hacia atras en el tiempo,
hasta unos instantes después de la creacién, comenzamos a tener problemas en
la regresion temporal de nuestros modelos: de pronto tenemos que armarnos de
valor y recurrimos a las herramientas que ya tenemos para describir muchos
procesos que ocurren (o que podemos estudiar) en nuestro vecindario césmico,
con el fin de explicar por qué el universo es como lo vemos si fue tan distinto en
sus inicios. Pero llega una escala en la cual los problemas se vuelven mas graves,
y es en la cual la mecénica cuantica, estando al otro lado del espectro de las
teorias fisicas, debe ser tenida en cuenta para hacer nuestras predicciones. De
repente cualquier fluctuacién cudntica del vacio, que en nuestro diario vivir no
podria importar menos, puede causar que el universo no dure mas que par de
segundos, o que el universo siga en una expansién eterna, hasta un enfriamiento
total.

Stephen Hawking comenta en un articulo de Cosmologia [9] acerca de una carta
que le escribieron, proveniente de un tal Instituto de Oceanografia Cuantica en
Rusia. La reaccién de la mayoria de los fisicos que escuchan esto es una mirada
de desconcierto seguida de una carcajada. Por supuesto, si es que la oceanografia
estd basada en la dindmica de las ecuaciones de Navier Stokes, cuya derivaciéon
es puramente cldsica y tiene que ver con nuimeros muy grandes de particulas
clasicas interactuando cldsicamente. Los efectos cudnticos en su interaccion es-
tarian dados por la electrodindmica cuantica, pero jquién seria capaz de fabricar
un instrumento tan sensible, o necesitar datos tan precisos, en el contexto de
la oceanografia? Esto induce a preguntarse por qué la Cosmologia Cuantica es
menos ridicula que la oceanografia cuantica, si el universo es un sistema mucho
mas cldsico y mas grande que los océanos.

Pero como hemos dicho, ésta situacién no fue asi siempre; es por esta motivacion
que nos dedicamos a estudiar la Cosmologia Cuéntica (porque como humanos
TENEMOS que saberlo TODO, hasta lo que jam&s veremos y no tiene relevan-
cia en nuestras vidas), en la cual intentamos conciliar la Relatividad General que

VII
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funciona tan bien a escalas estelares, con la Mecdnica Cuéantica, que funciona
muy bien a nivel atémico y méas alla. Pero no es tan sencillo hacerlo como decir-
lo, pues, jcémo acoplamos un elefante con una hormiga, asi logremos hacerlos
del mismo tamano? Pues esta situacion es muchas veces mas complicada, y sin
embargo hemos dado pasos de bebé en esa direccion, tratando de descubrir los
secretos de la “eterna verdad de Dios” aplicando retazos de las teorias que ya
conocemos y que sabemos manejar.

Los modelos cosmolégicos exitosos que han sido estudiados pueden predecir
el comportamiento fisico del universo hasta un poco después del tiempo de
Planck, en el cual ocurre la unificacién electrodébil. Pero a estas escalas de

tiempo:
hG _
tp=1/0—5=5><10 g

la energfa involucrada es del orden de 10'?GeV, por lo cual se deben tener en
cuenta los efectos dados por la Relatividad General; ademds los procesos que
ocurren estan en la escala de la longitud de Planck:

I, ~107%3cm

Por lo cual tampoco podemos ignorar los efectos cudnticos [4]. Al estudiar el
universo primordial, han surgido varios enfoques para abordar el problema de
explicar la fisica del asunto; estd la aproximacién semiclasica, el del las GUT
(Grand Unification Theories), el de la cuantizacién de la geometria, por nom-
brar s6lo algunos. El semiclasico trata el universo a una escala mesoscopica, es
decir, toma el limite semicldsico de cada teorfa (Relatividad General y Mecénica
Cudntica) y se aproxima a una unificacién. Sin embargo, esta teoria estd pla-
gada de problemas de formulacién, de consistencia y de interpretacién; ademas
la escala de Planck no es mesoscépica, por lo cual muchos resultados fallan en
lograr su objetivo. Hawking planteé la evolucién cudntica de la inflacion en el
contexto de teoria cuantica de campos en espacios curvos, analogo a sus tra-
bajos anteriores sobre la radiaciéon de Hoyos Negros. El esquema de las GUT
se divide principalmente en dos caminos: el de la unificacién geométrica (tipo
Kaluza-Klein), que requiere dimensiones extras (y no es renormalizable) [4],
y el de las supercuerdas, que ignora el caracter geométrico de la interaccion
gravitacional e introduce la gravedad en la forma de un campo gauge sin masa
y con espin 2 [7]. Por dltimo, estd el planteamiento de la cuantizacién de la
geometria, que busca derivar por medio de la cuantizacién canénica de la métri-
ca, un analogo gravitacional a la ecuacién de Schrodinger para la funcién de
onda del universo, que gobierne los campos de materia y la geometria espacio-
temporal. Esta ecuacién se conoce como de Wheeler-DeWitt. A finales de los
anos 60 John Archibald Wheeler y Bryce DeWitt [8] decidieron probar la cuanti-
zacién candnica de Dirac en la accion de Einstein-Hilbert, que es la que produce
las ecuaciones de campo de la Relatividad General, y hallaron una ecuacién de
segundo orden en derivadas funcionales de las métricas sobre una funcién de
onda, que en el tiempo fue conocida como funcion de onda del universo. Para
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derivar la ecuacién de Wheeler DeWitt es necesario hacer una divisién de la
métrica en sus coordenadas espaciales y su coordenada temporal. Esta divisién,
conocida como de de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) o descomposicién (3+1), se
construye parametrizando hipersuperficies en funcién de un tiempo cosmologi-
co absoluto, igual para todos los observadores sobre cada 3-variedad espacial
[3]. Esta formulacién hace que al cuantizar, el tiempo desaparezca y sea reem-
plazado por algin parametro cosmolégico, como el factor de escala del modelo
de Robertson-Walker, o algin pardmetro de inhomogeneidad o de anisotropia
que dependan del tiempo cosmoldgico, pero que a su vez lo esconden de los
observadores. Esto va a que lo que medimos como tiempo no es el tiempo “ver-

dadero”, sino la evolucién del universo en s{ mismo'.

Sin embargo, la ecuacién que obtuvieron no es soluble de ningiin modo,

va que las derivadas funcionales hacen que se sume sobre todos los grados de
libertad, es decir, sobre todas las métricas posibles. Sobra decir que hay infini-
tas métricas no catalogables e intratables segiin el formalismo. Por esto, Charles
Misner [6] y el mismo DeWitt propusieron el enfoque de minisuperespacios?, que
dice que para nuestro universo observable existe una sola métrica que define la
evolucién del universo, y que es como la vemos porque estamos causalmente de-
sconectados de la cantidad infinita de otros universos con métricas totalmente
diferentes. Por lo cual la ecuacion de Wheeler DeWitt generalizada viene a dar la
probabilidad de que un universo cualquiera tenga una métrica especifica. Cuan-
do este universo adquiere una métrica, evoluciona sin contacto causal con otros
universos, a menos que la ecuaciéon WD? admita otra posibilidad. Entonces,
siendo el superespacio el espacio de todos los universos posibles, cada univer-
so en particular con su métrica asociada es un minisuperespacio, que puede
seguir siendo tratado en el régimen de la Cosmologia Cuantica. La posibilidad
de considerar infinitos universos evolucionando paralelamente se llama de Mul-
tiuniversos, y es famosa gracias a los escritores de ciencia ficcién, por maés serio
que sea el formalismo.
Este enfoque esta muy relacionado con el principio antrépico, que afirma que el
universo es tal como lo observamos porque estamos aqui para observarlo y medir-
lo. Por supuesto que esto esté en desacuerdo con las teorias de GU#, ya que elim-
ina la opcién determinista de elegir unas condiciones iniciales adecuadas para
obtener un universo de con cierto comportamiento: gracias al caracter cuantico
de la teoria, no es posible volver al inicio y predecir este mismo universo para
las mismas condiciones, al igual que en mecanica cuantica con los observables.
En la figura I [31] vemos un esquema de lo que serfan los multiuniversos, todos
evolucionando paralelamente en el superespacio a través del tiempo global, y
sin contacto causal.

Sin embargo, la realidad no es tan agradable como la filosofia del asunto:

I Regresaremos a estas cuestiones un tanto filoséficas en el tltimo capitulo.
2Sin relacién alguna con Supersimetria.

3Wheeler DeWitt.

4Grand Unification.
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la teoria de Wheeler DeWitt también tiene muchos problemas, como de renor-
malizacién, de positividad de la densidad de probabilidad, de conservacién de
probabilidad, de interpretacién, etc. Como en los modelos de minisuperespacio
las ecuaciones de segundo orden dependen de un ntimero finito de parametros, el
formalismo permite hacer un andlogo a la ecuacién de Klein-Gordon (la ecuacién
de Schrédinger Relativista) en QFT?, de modo que los problemas que presenta
la ecuacién de Klein-Gordon, que son de caracter similar a los que presenta la
ecuacién WD y que se solucionan con la ecuacién de Dirac, se podrian solucionar
en el contexto de la Cosmologia Cuantica Candnica por medio de un analogo al
formalismo de Raiz Cuadrada de Dirac, o DSR por sus siglas en inglés.

El problema principal que presenta la ecuaciéon de Klein-Gordon, y también la
ecuaciéon de Wheeler DeWitt es que la funcién de onda, como queda definida, no
produce una ecuacién de continuidad o una ley de conservacion, por lo cual a ve-
ces la densidad de probabilidad se vuelve negativa, lo que es problemético en el
sentido interpretativo. Entonces lo que se hace es escoger algin modelo de min-
isuperespacio, hallar su ecuacién de Wheeler DeWitt y hacer una factorizacion,
de modo que se obtiene un hamiltoniano matricial actuando sobre una funcién
de onda tipo espinor; lo que se debe hacer para obtener la verdadera forma del
hamiltoniano es exigirle que al ser aplicado sobre si mismo, se obtenga el mismo
hamiltoniano de Wheeler DeWitt. Con esto se obtienen dos ecuaciones difer-
enciales acopladas de primer orden, que son mucho mas faciles de solucionar,
y con las cuales se puede obtener una ecuacién de continuidad con sentido fisico.

Uno de los problemas mas grandes que presenta la ecuacién de Wheeler
DeWitt es de interpretacion de las condiciones de frontera en el universo, que
como habiamos dicho antes tenemos que fijarlas segtin lo observado. Y ni aun
para esto existe un consenso, ya que hasta ahora sélo existen 3 propuestas se-
rias para fijar la forma del estado base del universo primordial: la propuesta de
Vilenkin de la funcién de onda que se tunela o de creacién de la nada, la de
Hartle y Hawking de no-frontera, es decir de un universo que admite todas las
configuraciones posibles de funciones de onda, y la de Linde, que difiere de la de
Hartle-Hawking por un detalle técnico en la integracién de todas las soluciones
posibles.

En este trabajo se aplicard el formalismo DSR a cada modelo de minisu-
perespacio mencionado, a saber el de Robertson-Walker, el de Senovilla, el de
Kasner y el de Bianchi tipo I y II. Para ésto se halla la ecuacion de Wheeler
DeWitt para cada modelo y se factoriza segin el formalismo de Descomposicién
de Dirac. Después se analizaran las funciones de onda que produzca cada mod-
elo, y su respectiva ley de conservacion.

En el primer capitulo se explica el formalismo de separacién ADM del espacio
tiempo y su aplicacién en la cuantizacién de la accion de Einstein Hilbert, para
seguir el formalismo de Wheeler DeWitt y llegar a la ecuacién de onda para el
universo. Se mencionan las propuestas para fijar la condicién de frontera en la

5Teorfa Cudntica de Campos.
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funcién de onda, que seran expuestas mas explicitamente en el capitulo 3. En el
capitulo 2 se hace una revisiéon de los modelos cosmolégicos a tratar, y se estu-
dian sus propiedades principales en el contexto de la cosmologia no cuantica. En
el capitulo 3 se presenta el formalismo de Wheeler DeWitt aplicado al modelo
de Robertson Walker, y la descomposicién de Dirac de la ecuacién de Wheeler
DeWitt para este modelo. Se halla la funcién de onda y su ley de conservacién
asociada, y se analizan segun las condiciones de frontera adecuadas. Se hace una
exposicién mas clara y explicita sobre las condiciones de frontera de Vilenkin,
Hartle Hawking y Linde aplicadas al modelo de Friedmann Robertson Walker,
teniendo en cuenta la factorizacion de Dirac y las soluciones que éste método
produce. En el capitulo 4 se trata la cuantizacién del modelo cosmoldgico de
Senovilla calculando la ecuacién de Wheeler DeWitt asociada a este modelo y
se muestra por qué no se puede aplicar el formalismo DSR para esa métrica.
En el capitulo 5 se halla la ecuacion de Wheeler DeWitt para dos parametriza-
ciones del modelo de Kasner. Estudiando el comportamiento cosmoldgico de las
anisotropias en cada modelo, se analizan las soluciones obtenidas en el régi-
men de la probabilidad cuantica. Se explican también las precauciones que se
deben tener al aplicar el formalismo en los modelos similares al de Kasner. En
el capitulo 6 se aplica el formalismo (WD+DSR) a los modelos de Bianchi I y
II, y se analizan las funciones de onda, la ecuacién de continuidad y la evolucién
del modelo. Finalmente, en el capitulo 7 se hace un andlisis concreto sobre los
resultados obtenidos en los capitulos anteriores. También se aborda el problema
de la definicién del tiempo en esta teoria y ademads las cuestiones topoldgicas
v los problemas fisicos y de interpretacién que aparecen en el formalismo. En
el apéndice A se tratan algunas definiciones topoldgicas para darle completez a
ciertos aspectos mas técnicos del trabajo.
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Capitulo 1

Formalismo de Wheeler
DeWitt

Antes de hablar del formalismo de cuantizacién de la gravedad, es necesario
resaltar algunos aspectos necesarios para continuar con nuestra labor.

1.1. Dinamica Hamiltoniana

Es necesario nombrar los aspectos basicos de la dindmica Hamiltoniana, y
de la cuantizacién canénica de sistemas discretos (grados de libertad finitos) o
continuos (infinitos grados de libertad). Este método fue desarrollado principal-
mente por Dirac, y fue base para el desarrollo de la mecdnica cudntica [1].
La accién para un sistema fisico discreto, con coordenadas ¢;, se escribe de la

forma:
S = / d*z L = / Ldt

Con el lagrangiano (o la densidad lagrangiana) una funcién de las coordenadas,
y sus derivadas temporales, L = L|g;,¢;]. Al hacer la variacién y aplicar el
principio de minima accién, llegamos a las ecuaciones de movimiento de Euler-

Lagrange:
d oL 0L

dtdg; — dg;
Y definimos los momenta conjugados a los p; de la forma:
oL
aq*
Generalmente, se debe asumir que los momenta son funciones independientes
entre si, y que s6lo dependen de las velocidades. Esto se explica diciendo que:
0*L
|M|

T, =

1



CAPITULO 1. FORMALISMO DE WD 2

No es cero en todo el dominio de la definicién. Si este no es el caso, entonces
deben existir algunas restricciones, de la forma:

Cm (Q7 p) =0

Con m un numero entero. Ahora, al hacer la variacién de la cantidad p¢ — L,
obtenemos:

oL
8 (pi— L) = (Op)g — =5
(pg — L) = (dp)q 9

Vemos que no aparecen variaciones de la velocidad, y solo hay variaciones de p, q.

Este es el hamiltoniano, y no esta expresado inicamente de la forma H = pg— L,
sino que podemos sumarle las restricciones, expresadas de la formas:

H=pjg—L+u"Cn

Los u™ son coeficientes arbitrarios, y aun asi la expresién anterior sigue un
hamiltoniano valido. Ahora definimos los corchetes de Poisson segun la forma

usual: f o 99 Of
_ 9/ 99 99 9]

Con los cuales determinamos la dindmica del sistema, para cualquier variable
candnica, en particular g:

g= {Q,H}

Ahora, la cuantizacién de un sistema fisico se hace en este esquema:

= Las variables candnicas p;, g; se vuelven operadores hermiticos, que satis-
z . ,\i A o Z
facen el algebra conmutativa [¢°, p;] = 5.

= Se arma una ecuacién como de Schrodinger (operador hamiltoniano ac-
tuando sobre una funcién de onda).

= Cualquier funcién dinamica, se vuelve un operador hermitico.

Las restricciones, como son funciones de las variables candnicas obedecen el
iltimo paso y, segin propuso Dirac, anulan la funcién de onda de la forma:

(=0 VYm

Por lo tanto cualquier procedimiento de cuantizacion canénica debe tener en
cuenta todo lo anterior.

Como se ha dicho antes, la ecuaciéon de Wheeler DeWitt gobierna los campos
de materia y la geometria en Cosmologia Cudntica, convirtiendo las ecuaciones
clasicas de movimiento que aparecen en Relatividad General en ecuaciones de
movimiento cuanticas. Lo que se hace es obtener una restricciéon hamiltoniana a
partir de la geometria del espacio tiempo, y de la accién que genera por medio
del formalismo de Arnowitt Deser y Misner.
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1.2. Formalismo ADM

En principio, el espacio tiempo lo describimos por medio de una variedad 4-
dimensional M. Pero es posible descomponer esta representacién haciendo que
una variedad 3-dimensional 3 sea dependiente de un parametro real, en este
caso el tiempo. Mas formalmente, planteamos una relaciéon de inmersién con
una familia uniparamétrica de inmersiones [2, 3] F; : ¥ — M; no existe una
relacién de unicidad para Fi, en general pueden existir muchas de estas familias,
o foliaciones. Sin embargo, la existencia de una foliacién implica que hay una
familia de funciones F : ¥ x R — M, cuya forma es (z,t) — F(z,t) =: Fi(x)
y es un difeomorfismo de ¥ X R con M. Como F es un difeomorfismo, tiene
inversa, la cual usamos para encontrar el tiempo:

FUX) = (0(X),7(X)); X eM

7(X) es una funcién global, la funcion tiempo, el cual nos puede devolver el tiem-
po natural que usamos como parametro en la foliacién, como 7(F¢(x)) = t. Lo
anterior se hace con el propésito de formalizar el procedimiento que describire-
mos a continuacion. Obviamente la definicién de tiempo que hemos dado es mas
bien cruda y sin mucho sentido fisico, ya que como veremos mas adelante, el
pardmetro que conocemos como tiempo no es medible. Lo que hacemos es tomar
la métrica de M y separarla en los suficientes términos de modo que podamos
definir la estructura de 3 separando el espacio del tiempo.
Separar el espacio y el tiempo no es algo sacado de los cabellos, ya que a la hora
de plantear las ecuaciones de movimiento, se requiere tomar una hoja de espa-
cio, otra hoja de espacio un rato méas tarde, y minimizar la accién en ese camino
[3]. Entonces, lo que se hace es tomar una hipersuperficie de tiempo ¢ constante,
y un tiempo maés tarde t 4+ dt tomar otra, y ver como debe ser la evolucién de
la métrica para obtener consistencia. El esquema se observa en la Figura 1.1.
Ademds para trabajar la formulacién hamiltoniana de la gravitacién es nece-
sario hacer covariante la teoria y como ésta no lo es espacio temporalmente,
trabajamos sobre 3, en donde si se obtiene covariancia.

Figura 1.1 Descomposicién (3+1)

Necesitamos cierta informacién para expresar correctamente la métrica. Primero,
requerimos la 3-métrica de cada hipersuperficie de tiempo constante:

d® = hj(t,z,y, 2)dz' dz’ (1.1)

Con d? la distancia entre dos puntos medida sobre la hipersuperficie. También
necesitamos la métrica para t + dt, hi;(t + dt, x,y, 2)dx'dz?. Como el tiempo
cosmoldgico no es el que medimos directamente, debe haber una relacén entre
éste y el tiempo propio en cada punto de 3:

dr = N(t,z,y,z)dt (1.2)

N es conocida como funcién lapso, y relaciona el paso del tiempo de cualquier
observador con el tiempo cosmolégico. Finalmente, necesitamos saber si ocurre
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un cambio en la posicion de un punto por la evolucién temporal, esto es:

i _ i i
Larriba = Labajo — N (ta T, Y, Z)dt (13)
N es conocido como vector de corrimiento (shift). Ahora escribimos el invari-

ante ds? en su forma més légica:
ds* = (DistanciaPropia(Abajo))? — (TiempoPropio(Abajo — Arriba))?
Y sustituimos (1.1), (1.2), (1.3):
ds? = —(Ndt?) + hy;j(da* + N'dt)(dz? + N7dt) (1.4)
Esta es la forma ADM! de cualquier métrica®. Matricialmente, queda escrita

como: ,
_ (N;N'—N? N
Jof = Ny hij

Y el elemento de volumen inavariante queda de la forma:

(—g)Y2dtdxdydz = N (h)~?dtdxdydz

Ahora, segin este formalismo, podemos escribir el escalar de curvatura de
una forma mds conveniente con la ayuda de la curvatura extrinseca. La cur-
vatura extrinseca mide la deformacién de alguna estructura que estd sobre la
hipersuperficie, cuando evoluciona en el tiempo dentro de M [3, 4].

En la figura 1.2 vemos un esquema para explicar el concepto de curvatura
extrinseca. Tomamos la normal n en el punto P que estd sobre la hipersuperficie
de tiempo constante, lo trasladamos paralelamente a si mismo hasta el punto P+
P, y hallamos la diferencia entre este vector y el vector normal del punto P4 P.
La diferencia dn depende linealmente de la distancia §P, y estdn relacionados
por la curvatura extrinseca, que es un tensor:

on = —K(oP)

Es posible hacer un recuento més riguroso, apelando a las 1-formas [3], pero
en este trabajo no es necesario para dar la idea de K. Si la hipersuperficie
no estd inmersa en un superespacio, el concepto de curvatura extrinseca no
tiene sentido, ya que sélo se refiere al cambio en la forma de la variedad en su
evolucién. En nuestro caso particular (Figura 1.2) la curvatura es positiva; si la
3-variedad fuera céncava hacia abajo, K seria negativa.

Figura 1.2 Curvatura extrinseca.

En [3] encontramos una derivacién rigurosa de la forma explicita de la cur-
vatura extrinseca por medio de la geometrodindmica (geometria diferencial para
fisicos), en términos del lapso, el shift y la 3-métrica:

K = %(Nﬂj + Ny — W) (1.5)

1 Arnowitt Deser Misner
2La signatura con la cual se trabajaré es (-,4,+,+).
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La raya vertical indica derivacién covariante sobre Y. En la mayoria de los
modelos cosmoldgicos, y en particular en todos los estudiados aqui el vector
shift se desvanece, y la forma de la curvatura extrinseca queda:

= _W 8gtj K4 — hilhmJKlm
K = h'K,
1 9hY .

Y no, por ejemplo K% = —35N Z7; bara hallar las demds componentes es nece-
sario operar con los indices. Igualmente es posible demostrar que el escalar de

curvatura se redefine en términos de la curvatura extrinseca:
R=K;K7-K?+°R (1.6)

Con K = Tr[K;;] = hK;j, y °R el escalar de curvatura en tres dimensiones,
que describe la curvatura de la métrica® sélo en términos de derivadas espaciales
de la 3-métrica. Veremos que esta forma de escribir el escalar de curvatura es
muy util en la formulacién candnica.

1.3. Accion de Einstein Hilbert

Cualquier métrica se puede escribir de la forma (3+1), si bien no cualquier
variedad permite tal descomposicién; ésta formulacién es 1til para expresar el
escalar de curvatura en términos de variables canénicas, como N, N® y h;; y
sus momentos conjugados. En la mayoria de los casos estudiados el escalar de
curvatura depende de variaciones temporales de la 3-métrica y del escalar de
curvatura en 3 dimensiones.

La accién de Einstein-Hilbert es la accion que produce las ecuaciones de campo
de la Relatividad General:

1
R, — §Rg,“, =81GT .

En unidades naturales*. Las cantidades R nos dicen qué tan pronunciados son
los cambios de la métrica sobre las coordenadas, y T se refiere a la distribucién
de materia que causa la distorsion en el espacio-tiempo.
Ahora, esta accién depende del escalar de curvatura R:

1

. 4 [ —
167G d'r/—g R

Se—g =

Entonces, tendriamos un lagrangiano de la forma:

r__Y-9R
167G
3La curvatura se refiere a qué tan abruptos son los cambios espaciales de la métrica sobre

la hipersuperficie de tiempo constante.
4En todo el trabajo se tomaré la convencién ¢ = A = 1.
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La forma de este lagrangiano es motivada por construir un invariante que con-
tenga soélo segundas derivadas lineales del tensor métrico, que no contenga
derivadas de més orden y que en espacio tiempo plano se anule. Esto, pre-
cisamente para obtener el comportamiento que observamos en las ecuaciones de
campo . El escalar de curvatura es una cantidad que cumple estas condiciones,
por lo cual llevard a cabo el trabajo. Y para obtener invarianza en la integracion,
debemos construir el 4-volumen invariante que veiamos en la secciéon anterior:

dV = /—gd*z
Pero si tenemos una variedad en cuya superficie no se desvanecen las derivadas
normales, el escalar de curvatura da cuenta de un término de superficie, que
suma a la accién de Einstein Hilbert:

S=Sp_my+ davVh2K

167TG M

Este término da cuenta de la superficie de la variedad. Muchos modelos cos-
moldgicos, como en particular el de Robertson Walker, admiten métricas abier-
tas, es decir con una topologia hiperbdlica que da pie a que este término de
superficie no se desvanezca en el infinito, y de términos infinitos no renormal-
izables a la hora de cuantizar el sistema. Es por esto que es preferible trabajar
s6lo con modelos cerrados (es decir, sin términos de superficie). Nos podemos
permitir hacer esto, pues la informacién que necesitamos la podemos restringir
a modelos con sentido observacional.

Podemos tener en cuenta la constante cosmoldgica en la acciéon de Einstein
Hilbert, sumando el término:

1 4
_—167TG/d z(2A)

a la accién. Al hacer esto aparece la constante cosmolégica en las ecuaciones de
campo, de la forma usual:

1
R, — §Rg,w + Agy = 81GT),,

1.4. Ecuacién de Wheeler DeWitt
Segun lo anterior, el lagrangiano que tenemos es:

- YR
167G

Y al hacer la descomposicién (34+1) lo obtenemos en términos de la curvatura

extrinseca: )

L="TorG

VhN(K? - Ki; KV — °R)
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Gracias a la forma de la expresion para la curvatura extrinseca (1.5), vemos que
el lagrangiano no depende de derivadas temporales de N o de N*, por lo cual:

oL oL
= — = 7'[',L- = =
ON

TN = — =
ON?

Es decir, N y N no son variables dindmicas y sus momentos conjugados son

cero.

Por otra parte, el momento conjugado a h;; vale:

oL ) (—\/EN

j 167G

= (Kh" — K")K;; +
Ohij  Ohyj

i =

VAN 3R
167G

Pero 3R contiene sélo términos de hijik, por lo cual:
o (—VE,
- Kh9 — K9p,

Ohij <327TG( ) j)

~Vh
- 167G
Ya habiendo calculado el momento conjugado a las 3-métricas, podemos encon-
trar el hamiltoniano, que esta definido como:

H = Wij/.lij - L

7Tij

(Kh' — K')

Y sustituyendo 7;;, llegamos a:

Vh Vh

_ i Ay 2 It 3
H T6nC (Kh K")h;; + N—1677G (K* — KK R)
—9vhN - o1 Oh;j
= 2V (KR — K9Y—(N:jo + Napy — —Y
"= Torg BN )2N( ity e 675)

Vh
167G

Vh

K? - K ;K9 - 3R
167G ( / )

_|_

(Kh” — KY)(N;j; + Nji) + N

La segunda parte del lado derecho de la ecuacion anterior no depende explicita-
mente de la funcién lapso. Es por esto y porque la restriccion 7y = 0 se mantiene
en el tiempo, que tenemos:
oH
Heg=—=—{H,N}=nny=0
¢ =5y = 1M Ny =dw
Esta es la restriccion hamiltoniana que estdbamos buscando, y que ademas ex-
plica el hecho que N, mx no cumplan la misma algebra que aparece en la cuan-

tizacién por conmutadores®. Ahora podemos expresar He en una forma mas

decente: Jh i
h . h
= ———(Kij — Khjj) K7 — —— 3R
167G 167G

5Pasa de igual forma para N?, cuando aparece la restriccién de moméntum en la segunda,
parte del hamiltoniano total.

Ha
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ottty R Ty o
= mjﬂ'ij% —migh 126\7;g7rklhkl B % R
~ i i) 1E I
Manipulando los indices un poco, obtenemos:
Mo = TG (gt 17 Y — OO (9 My — Vi om

 2vh 167G

Y, finalmente llegamos a la restriccion:

2vh

VE g

167G Gijklﬂ'ijﬂ'kl - m

Con G*! la métrica del superespacio M [2, 4, 5]:

gkl _ L ikl jlypik _ pijpkl

G 5 \/E(h R+ hh R R
Vemos que, como habfamos dicho antes, Hg es independiente de N y de N?,
por lo que la tnica variable dindmica presente es h;;. La evolucién de la forma
del espacio tiempo estd dada por (1.7), la cual estd definida exclusivamente
por los pardmetros de h;;. La otra parte del hamiltoniano produce la llamada
restriccion de moméntum ﬁj , que no es importante para el desarrollo por ser
un dato adicional ya contenido en el formalismo [4, 5, 6]. Una justificacién para
la existencia de estas restricciones la obtenemos al tener que para especificar la
métrica en un punto sobre la hipersuperficie de tiempo constante, necesitamos
6 valores. Pero sélo requerimos dos grados de libertad (métrica + moméntum
conjugado), entonces el papel de estas restricciones es reducir el nimero de
grados de libertad a los dos que requerimos.
Pero hasta ahora todo lo que hemos hecho es estrictamente clasico, por lo que
para entrar en el régimen cudntico vamos a extender la restriccién (1.7) de modo
que hacemos que el hamiltoniano actie sobre una funcién de onda cudntica,
y cuantizando segtn el formalismo de corchetes de Dirac sobre las variables
conjugadas m;j, de la forma:

P S
"(167G)372 5hii

Tij —

Vemos que la derivada es funcional, ya que h;; estd definida por distintos
parametros, y en general no es tnica como se verd més adelante. El algebra
de conmutadores que satisfacen estas cantidades es:

(i i) =i
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Ahora las variables candnicas se han vuelto operadores. Este procedimiento
de cuantizacién candnica lleva a la mundialmente famosa ecuacién de Wheeler
DeWitt [2, 4, 5, 6, 7, 8, 9]:

(1G““55 Vi,

(16wG)? Shii §hk 167G

R)?/)[hij] =0 (1.8)

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién de Scrodinger (es de segundo orden en
derivadas funcionales), con la diferencia que (1.8) define el estado cudntico del
universo a energia cero. Es posible elevar el potencial al cual estd sometido el
universo por medio de la constante cosmoldgica, recordando que en la accién de
Einstein Hilbert la constante cosmoldgica entra sumada al escalar de curvatura:

1

—_ 4 —
S = 167TG/dx\/ g(R+2A)

2vhA
167G’

Por lo cual el lagrangiano se modifica de la forma £ — £+
de Wheeler DeWitt queda:

Gijkl ) )
(167TG Shii SRR

y la ecuacion

—Vh(*R - 2/\))1/)[%] =0

Por lo cual el potencial que en principio estd representado por >R es alterado
por la constante cosmolégica. Notamos que a menos que v'h = cte, la constante
cosmoldgica no puede representar la energia del universo, es decir en general la
energia del universo es cero.

La ecuacién de Wheeler DeWitt en su forma maés general es imposible de solu-
cionar, debido a que tiene un niimero infinito de grados de libertad (todas las
métricas); por esta razon es que resulta mds conveniente trabajar con los mod-
elos de minisuperespacio [1, 5, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Los modelos de min-
isuperespacio se basan en ignorar los infinitos grados de libertad que tiene la
ecuacion de Wheeler DeWitt®, y escoger s6lo un modelo de métrica cosmolégica.
El planteamiento supone que con respecto a un posible modelo, los otras posibil-
idades de evolucién no interfieren, y es como si se “congelaran” los otros grados
de libertad y se hace el tratamiento fisico a un solo modelo en particular. Es por
esto que es necesario buscar modelos cosmolégicos que funcionen en el universo
actual, o al menos tengan sentido fisico, para aplicar el formalismo de Wheeler
DeWitt. Los modelos cosmoldgicos que existen dependen de un nimero finito
de parametros, por lo cual se puede aplicar el mismo formalismo de Wheeler
DeWitt de hallar el hamiltoniano y cuantizar sobre los grados de libertad, en
estos casos los pardmetros cosmolégicos. Como se dijo en la introduccién el en-
foque de muchos universos con diferentes métricas evolucionando paralelamente
y sin contacto causal (a menos que en su historia diga lo contrario) se llama de
Multiuniversos.

SEl espacio de solucién de la ecuacién de Wheeler DeWitt es conocido como superespacio.
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A manera de comentario al margen, mencionamos que el verdadero problema
de una teoria de todo (segin este formalismo) requiere una métrica universal,
que segin el principio antrépico seria posible encontrarla inicamente por obser-
vacién directa, por lo cual los modelos cosmolégicos sélo describen una clase de
universos que bien podrian ser como el nuestro, o muy similares. Asimismo, las
condiciones de frontera que se estudian deben estar de acuerdo con los princip-
ios fisicos que observamos, pero no porque no sean una posibilidad, sino porque
jaméas podriamos averiguar su validez. Hemos mencionado el principio antrépi-
co, dado que por el cardcter cuantico de este formalismo, lo que éste produzca
es sblo explicable después de que ocurra, es decir el universo que veamos es el
universo que se da por la probabilidad cuantica, no por prediccién previa.

1.5. Problemas del Formalismo y la Descomposi-
cion de Dirac

No seria muy honesto vender algo sin dar un par de advertencias acerca del
producto, por lo cual mencionaremos algunos de los problemas relacionados con
la interpretacién cuantica del formalismo de Wheeler DeWitt, enumerados por
Isham [2]. Su tratamiento estd fuera del alcance de este trabago.

Por ejemplo, ;hasta qué punto es conveniente mantener el algebra de los corchetes
de Poisson en esta teoria? Dado que la restriccién hamiltoniana que obtenemos
tiene términos no lineales de las variables canénicas, inevitablemente apareceran
problemas de renormalizacién, ordenamiento de los operadores’, y anomalias.
Este problema ha sido reportado desde siempre a la hora de trabajar en gravedad
cuantica, ya que desde su formulacién la Relatividad General es una teoria alta-
mente no lineal, por lo cual al tratar de cuantizar siempre aparecen problemas
de renormalizacién, en principio inevitables, como infinitos multiplicando can-
tidades esenciales.

Otro problema de interpretacién es el de la hermiticidad de los operadores, que
si bien es excusable debido al desconocimiento del comportamiento del universo
primordial, ha sido tratado de distintas maneras. Segun el enfoque cuédntico, es
natural exigirle hermiticidad a los operadores®, pero el debate no ha terminado,
ya que por ejemplo Kuchar [2] ha justificado el uso de operadores no hermiticos
haciendo notar que el espacio de Hilbert en el cual se halla la representacion
del dlgebra candnica no es el mismo espacio de Hilbert en donde se imponen las
condiciones fisicas sobre los estados que satisfacen las restricciones. Un proble-
ma aun mayor es encontrar la relacién entre estos dos espacios, y el tratamiento
matematico que se debe dar a cada uno. Los hamiltonianos de Wheeler DeWitt
obtenidos para los distintos modelos cosmolégicos son hermiticos sin necesidad
de imponerlo; sin embargo en este trabajo se exigirda hermiticidad a los hamil-

7Como en la mayorfa de reportes de Cosmologia Cudntica Canénica (CQC), en este trabajo
el ordenamiento de los operadores es dejado a conveniencia del investigador, pues este problema
aun estd abierto.

8Hawking presenta una sencilla pero convincente exposicién sobre la hermiticidad del
hamiltoniano de Wheeler DeWitt.
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tonianos obtenidos en el régimen DSR (descomposicién de Dirac), con el fin de
asegurar la obtencién de una ecuacién de conservacién bien definida.

Otro de los problemas enunciados por Isham, habia sido analizado en una
discusién interdisciplinaria en una pre-exposicién de este trabajo: jcudl es el
rol de los observables dentro de esa teoria? Ya que uno podria postular que un
operador A es un observable, si cumple:

[A,H] =0

Segun la interpretacion no relativista. Pero también seria conveniente hacer que
esa relacion fuera aplicada sobre la restriccion hamiltoniana Hpy, o sobre la
restriccién de moméntum H,. La discusién respecto a este punto tampoco ha
terminado, y por ser de poca relevancia en la aplicacién en este trabajo, no se
volvera a mencionar.

Los modelos de minisuperespacio producen resultados con problemas un poco
mas terrenales, aunque no menos graves, como la falta de una ecuacién de conser-
vacién bien definida, la no positividad de la densidad de probabilidad p(v), o la
no integrabilidad de la funcién de onda (que conlleva a la no conservacién global
de la probabilidad). Estos problemas recuerdan los que presenta la ecuacién de
Klein Gordon en Teoria Cuédntica de Campos [17], y que se solucionan al aplicar
la descomposicién de Dirac, o formalismo de la rafz cuadrada de Dirac (Dirac
Square Root, DSR) sobre el hamiltoniano de Klein Gordon. Lo que se hace es
escoger un hamiltoniano matricial que actie sobre una funcién de onda tipo
espinor, y que a su vez pueda producir de nuevo la ecuacién original. Entonces,
si la ecuacién de Klein Gordon esté escrita de la forma:

O+m?)p=0 (1.9)
Una ecuacién matricial escrita de la siguiente forma:

(iv" 0y —m)o (1.10)

Debe cumplir:

(iy"0, — m) (i7" 8, — m) = O + m?
para que haya consistencia entre ellas. Con esto, uno halla condiciones para las
matrices 7. Ademads, la forma en que uno construye esta nueva ecuacién permite
obtener una ecuacién de conservacion de densidad de probabilidad, y en adiciéon
puede asegurar la positividad de esta densidad [17].
En los modelos de minisuperespacio uno tiene que lidiar con ese tipo de prob-
lemas, ya que a fin de cuentas se obtienen ecuaciones diferenciales de segundo
orden, cuyas funciones de onda asociadas presentan los problemas anteriormente
mencionados. En los capitulos siguientes se explicara este procedimiento de una
forma més explicita y méas puntual.

Finalmente, tenemos el problema del tiempo, ya que no aparece por ninguna
parte. {Eso quiere decir que en QC? no pasa nada? La respuesta, que parece ser

9Cosmologia Cuéntica
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un consenso casi general, es NO. Lo que pasa es que el formalismo estd constru-
ido de tal modo que el tiempo no es medible directamente, sino a través de la
evolucién de los parametros cosmolégicos. Entonces lo que nosotros llamamos la
evolucién “temporal” del modelo es el cambio de cada hoja de espacio en fun-
cién de los pardmetros cosmolégicos, que a su vez dependen del tiempo absoluto.
Pero el tiempo absoluto no es medible, ya que lo que nosotros llamamos tiempo
es nuestro tiempo propio, que si bien lo podemos relacionar con el cosmolégico
por medio de la funcién lapso y cuya evolucién depende de los parametros cos-
moldgicos, también lo podemos reescalar para obtener los resultados observables
actualmente. Volveremos a este punto en el ultimo capitulo de este trabajo.

1.6. Condiciones de Frontera

Cuando uno habla de condiciones de frontera en mecanica cuéntica, se refiere
a las condiciones que el exterior ejerce sobre el sistema fisico. Pero en el caso
cosmoldgico no hay nada externo al universo (no que sepamos); por lo cual se
ha propuesto que la fijacién de la condicién de frontera tiene que estar dada
por alguna ley fisica independiente, por la observaciéon y en menor medida por
el principio antrépico. Existen hasta el momento tres propuestas serias sobre la
condicién de frontera del universo: la de Vilenkin, la de Hartle y Hawking, y la
de Linde que es una variacién de la de Hartle-Hawking [5, 16, 18].
El consenso general dice que debemos encontrar la funcién de onda del universo
por medio de una integracién sobre todas las posibles trayectorias (o historias,
segin Hawking). A partir de aqui, es posible fijar las condiciones de frontera
dependiendo de la forma de la integracion.
La integral de camino de Vilenkin propone una creaciéon de la nada, es decir,
integra sobre todos los caminos desde una 3-geometria vacia hasta otra g con
una configuracién de campo escalar ¢ [16]:

(9,0)
Py lg) = /@ ¢iS

Los caminos posibles son representados por geometrias Lorentzianas acotadas
por la geometria g. Esta funcién de onda impone una condicién de frontera en el
superespacio, ya que sélo permite las funciones de onda que sélo incluyen ondas
salientes en la frontera.

La funcién de onda de Hartle-Hawking se expresa como la suma sobre geometrias
Euclideanas acotadas por la 3-métrica g [5, 18]:

(9,%)
Yuu(g) = / e 5r

SE es la accion Euclideana asociada a cada geometria. Se ha hecho una rotacién
del eje temporal (t — —iT), lo que generalmente ayuda en QFT!® [17], pero que

10Teorfa Cuéntica de Campos.



CAPITULO 1. FORMALISMO DE WD 13

en Gravedad Cudantica genera problemas, ya que la integral de Hartle Hawking
no estd acotada en su limite inferior, por lo cual diverge. No ha sido posible
renormalizar esta integral, por lo que la propuesta se reduce a tomar puntos
estacionarios de la accién, o instantones: 1 ~ e~°. Las consecuencias de esto
serdn mas claras al estudiar el modelo de Robertson-Walker. Ademas de esto,
la condicion que se fija es que la funcién de onda debe crecer con el sentido del
tiempo (representado por \/ﬁ) en el régimen de barrera de potencial, y cualquier
componente que se comporte de otra manera se debe anular.

Linde propone una integral de camino como la de Hartle Hawking, pero con el
eje temporal rotado al contrario, esto es t — +i7. Con esto, la integral queda

[16]:
(9,9)
¢L (g) _ / e+SE

Y el problema se encuentra en el limite superior de la integral, que hace que
ésta diverja. El problema es mayor, ya que las integraciones sobre los campos
escalares y la 3-geometria van a diverger. También se analiza tomando los in-
stantones y viendo su comportamiento cerca de la frontera; ademas la condicién
se fija al contrario que la de Hawking: en el régimen acotado la funcién de onda
debe decrecer con el sentido de v/h. En el capitulo 3 se explicard més en detalle
cada condicién de frontera y la forma de la funcién de onda que produce, ya que
como se dijo antes, el el superespacio no se pueden obtener resultados directos.



Capitulo 2

Modelos Cosmoloégicos

En cosmologia se busca explicar el comportamiento del universo como un to-
do, sin tomar casos locales como hoyos negros, o galaxias o particulas de prueba
alrededor de objetos pesados. Esto es gracias a que el universo como lo cono-
cemos es, a gran escala, homogéneo e isotropico. Lo anterior no significa que el
universo sea plano: de hecho el campo de trabajo de la cosmologia se basa en
el estudio de los modelos que pueden predecir un universo mas o menos como
lo observamos actualmente. El modelo que mejor predice un universo de esta
forma es el Modelo Estandar de la Cosmologia, que es el modelo inflacionario
que presentan los divulgadores. Sin embargo, como lo que se busca es la evolu-
cién de los modelos, nada nos dice que el universo no fue altamente anisotrépico
e inhomogéneo al principio de los tiempos, y que luego fue “alisindose” hasta
tomar su aspecto actual.

Como se dijo en la introducciéon, la Cosmologia Cuantica se ocupa del estudio
de las condiciones del universo primordial: es por esto que en este trabajo se
estudiaron distintos modelos de universo que hasta cierto punto pueden prede-
cir ciertas condiciones que observamos en el universo actual. Sin embargo, cabe
hacer una advertencia: los modelos aqui estudiados son modelos de juguete
(Toy Models) que no pueden explicar la existencia de estructuras a un nivel tan
macroscopico como las galaxias, y que muestran a grandes rasgos sélo algunas
de las propiedades del universo.

Antes de pasar a los aspectos técnicos de las métricas asociadas a cada modelo,
es conveniente enumerarlas y mencionar algunos de sus aspectos mds impor-
tantes.

La métrica de Robertson-Walker predice un universo maximalmente simétrico
con simetria radial y en expansién [19]. Este modelo se puede extender para ten-
er en cuenta las contribuciones de las diferentes clases de materia y también los
efectos de la constante cosmoldgica. Cuando se hace esta extensién el modelo se
llama de Friedmann-Robertson-Walker, y los efectos aparecen al solucionar para
las ecuaciones de campo. Senovilla [20] propuso en 1990 un modelo de universo
inhomogéneo con una ecuacion de estado termodindmica real, que generalizaba
un resultado similar de Feinstein y Senovilla [21] de 1989. Lo realmente intere-

14
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sante de este modelo es la ausencia de una singularidad inicial que explique el
origen de universo; sin embargo esta condiciéon no elimina la posibilidad de un
Big Bang, como veremos més adelante. El modelo de Kasner [3, 13, 22, 23] es
un modelo simple para un universo primordial con anisotropias; cuando este
modelo se toma dindmico, presenta una evolucién temporal que arroja unos re-
sultados interesantes [3, 6, 13] a pesar de que el modelo es muy susceptible a
producir errores en la descomposicién (3+1). La métrica asociada a este modelo
tiene una forma poco conveniente para hacer calculos, por lo que se tomaron
dos parametrizaciones: la de Khalatnikov-Lifchitz [3, 6] y la de un trabajo de
Sibjorn Hervik [13]. Los modelos de Bianchi [1, 6, 11, 24, 25] no fueron desar-
rollados directamente por él, de hecho lo que hizo fue enumerar los grupos de
simetria que darfan las bases para el estudio de esos modelos. Las métricas de
Bianchi modelan un universo en expansiéon que tiene anisotropias; gracias a que
estas métricas aparecen a partir de consideraciones de simetria, los resultados
que se obtienen son relativamente faciles de analizar.

2.1. Meétrica de Robertson Walker

El principio cosmolégico establece que cada una de las variedades espaciales
que salen de la descomposicién (3+1) debe ser homogénea e isotrdpica, lo que
hace que la variedad sea maximalmente simétrica. Se puede demostrar [19] que
el elemento de linea de una variedad homogénea e isotrépica es:

_ dr?
T 1 —kr2

dQ = db? + sin® fd¢?

Este, por supuesto es el elemento de linea tridimensional. k caracteriza el modelo
que se tome, ya que esta relacionada con el escalar de curvatura por medio de
6k = R, por lo cual el modelo serd cerrado, abierto o plano si k=+1, -1 o
0, correspondiente a una geometrfa esférica, hiperbélica o euclidea® [26]. En la
figura 2.1 estd una figura esquemadtica en la cual podemos ver la diferencia entre
los 3 diferentes modelos, y como afecta la medicién de las geodésicas.

Ahora, para escribir el elemento de linea de la variedad en la cual estdn inmersas
todas las 3-variedades apelamos a un resultado [19] que dice que en este caso es
posible encontrar un sistema de coordenadas en el cual la métrica de la variedad
espacio temporal es:

di? +r2dQ

ds® = goo(t)dt?* + f(t)dl*

Podemos escalar ¢t de modo que goo = —1 siempre, y para forzar la signatura (-
,+,+,4), hacemos que la funcién f(t) sea siempre positiva, esto es f(t) = R?(t).
El resultado que aparece es la métrica de Robertson Walker en su forma usual:

dr?
1— kr?

ds? = —dt? + RQ(t)( + TQdQ) (2.1)

1 Esos valores se obtienen después de reescalar 7.
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Como mencionamos en el capitulo anterior, para evitar infinitos debidos a térmi-
nos de superficie indeseados requerimos que el modelo sea cerrado, por lo cual
uinicamente trabajaremos con el caso k = 1.

Finalmente, es conveniente escribir r — sin&, para que la métrica describa la
forma de una 4-esfera [4, 19]:

r=sinf dr = cos&d§
dr? de? cos> €

1—72  1—sin’¢

dg?

ds? = —dt? + R(t) (d§2 + sin? gdsz) (2.2)

R es conocido como factor de escala, y determina el tamano del universo en
funcién del tiempo. Dependiendo de la distribucién de materia, la evolucion
temporal de R se puede hallar a partir de la ecuaciones de campo de Einstein.

2.1.1. Modelo de Friedmann

Cuando sustituimos la métrica de Robertson Walker en las ecuaciones de
campo:

1
R, — §gm,R =81GT,,

Y escribimos el tensor de momento energia de modo que tenga en cuenta la
materia con la forma de un fluido perfecto:

T = (p + P)uptis + g
Tenemos las siguientes ecuaciones [4, 19]:

R? 1 87G

= 4 - T 2.3
mTm="3" (2.3)
R R* 1
2E+ﬁ+ﬁ:_8ﬂ.Gp

La primera de estas ecuaciones es conocida como la ecuaciéon de Friedmann.
Restando estas dos ecuaciones llegamos a:

R 4G
= =———(p+3p)

R 3

Esta ecuacién la podemos analizar para ver cémo se comporta el universo de-
pendiendo de la forma de la materia en su interior. Para la materia comin,
p~+ 3p > 0 por lo cual el factor de escala estaria en deceleracién. Ademads. como
lo que observamos actualmente es expansién (R > 0), tenemos que en algin ¢
el factor de escala fue cero. Podemos reescalar y decir que R(t = 0) = 0; este
momento lo asociamos con la creacién del universo, un momento en el cual todos
los puntos del universo actual estuvieron pegados.
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Ahora podemos tener en cuenta la constante cosmolégica, recordando del capitu-
lo anterior la expresién para la acciéon de Einstein Hilbert; de ahi llegamos a la
siguiente expresién para el lagrangiano:

v—9
L=—"""Z(R+2A
167G ( )
Tomamos la ecuacién de Friedmann para p = gl=A, esto es, la tinica forma de
energia que contribuye es la del vacio, representada por la constante cosmoldgica:
RZ 1 A

ETRT3
El modelo FRW? presenta muchos problemas que deben ser tenidos en cuenta
cuando se quiere trabajar a escalas de la energfa de Planck [4, 19], por ejem-
plo, para la formacién de las estructuras que observamos ahora (galaxias) este
modelo no provee informacién acerca de las perturbaciones primordiales que
dieron lugar a ésta. Ademds los monopolos (cuya masa serfa 16 érdenes de mag-
nitud mayor que la masa del protén) y demds defectos topoldgicos (paredes de
dominio, cuerdas césmicas) que se supone fueron creados cerca del tiempo de
Planck no alcanzan a dispersarse, y harian que el universo colapse en 30000
anos. Aparte de los problemas anteriormente mencionados existen otros mas
bésicos y por consiguiente mas de formulacién, que hasta el momento han sido
intratables®. Otro problema es que la costante cosmolégica debida a fluctua-
ciones cuénticas se calcula del orden de 107%seg™!, valor que diverge del medido
por un factor de 10*2°, lo cual es inadmisible.
Sin embargo, la soluciéon a los problemas que se mencionaron anteriormente
se puede obtener por medio del Mecanismo de Inflacién, propuesto por Guth
en 1981 y que junto con el modelo FRW conforman el Modelo Estdndar de la
Cosmologia [19].

2.1.2. Mecanismo de Inflacion

El mecanismo que se busca debe hacer que momentos después del Big Bang el
universo pase por una transicién de fase que haga que la energia del vacio domine
y por consiguiente que el factor de escala crezca exponencialmente durante cierto
tiempo y en cierta region, para luego seguir la expansion que predice el modelo
FRW hasta el universo actual.

Esto se consigue insertando en el modelo un campo escalar (cudntico) asociado

al campo de Higgs, que se coloca en la forma de una modificacién al lagrangiano
[4, 19, 27):

L= 20,606+ V()

La forma de V' depende de la conveniencia del que estd trabajando; hasta el
momento no hay un consenso sobre la forma exacta que debe tener.Recordamos

2Friedmann-Robertson-Walker.
3Por ejemplo estd el problema de la asimetria materia-antimateria, que no se ha podido
explicar de ninguna manera.
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de teoria de campos la forma de calcular el tensor momento energia en base al
lagrangiano, y despues de algo de algebra llegamos a:

T = (py + py)uru” + pegh”
1.
Po = §¢’ + V(o)

po =50 V()

Esto se sustituye en la ecuacion de conservacion del momento-energia T\ para
obtener la ecuacién cldsica de movimiento de ¢ [4]:

¢5+3%¢5+F¢¢3+V’(¢) =0

El segundo término expresa el corrimiento al rojo de ¢ debido a la expansién
del universo.

El tercer término no se obtiene de la ecuaciéon de conservacién; en cambio se
obtiene a partir de consideraciones de decaimiento de las particulas ¢ en particu-
las méas ligeras. Este efecto causa un amortiguamiento de las oscilaciones de ¢
alrededor del minimo de potencial, que a su vez es causa del recalentamien-
to del universo. Entonces, la ecuaciéon de movimiento que obtenemos tiene dos
regimenes: dominado por la friccién y de oscilaciones rapidas. Podemos ver en
las figuras 2.2 y 2.3 los distintos regimenes, en donde se observa que respecto
al segundo régimen, el primero es aproximadamente constante. La forma del
potencial graficado es:

A

V() = Z¢2(¢ —¢0)? — %€¢0¢53

Que como se ha dicho, no constituye una forma exacta del potencial primordial;
es s6lo un modelo aproximado que permite explicar la inflacién.

En el régimen dominado por la friccién ignoramos el término de aceleracién y
el de 'y (todavia no actia) y la ecuacién de movimiento se reduce a:

3R = -V'(¢)R

Ahora, para ignorar legitimente a ¢ es necesario hacer un balance para V" (¢)
[4]: ,
V" (¢) < 9R/R = 247V (¢) /m,

Con esta condicién tenemos:

8w

R=,/—ro
3m3,

V(¢)R
Ahora asumimos que V toma un valor constante (V) durante esta etapa? y

resolvemos para R:
87

Vot
R(t) ~eVimi T = oM (2.4)

40 al menos su variacién es muy pequefia (Figura 2.3).
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Con este resultado podemos resolver un par de problemas; por ejemplo para el de
formacién de estructuras ya tenemos una base sélida para explicar el mecanismo
de Jeans [4]: durante la expansién hubo un momento en el cual la materia al-
canz6 el horizonte de eventos y las ondas de choque generaron la aglomeracion
de materia en las esctructuras que luego dieron paso a las galaxias. Tambien
podemos ver que en la ecuacién de Friedmann (2.3), mientras la densidad del
campo escalar permanece constante, R aumenta 29 érdenes de magnitud y por
lo tanto R~2 es 58 érdenes de magnitud menor; con esto hallamos que el univer-
so observable es sélo una pequeia fraccién del universo total® y por lo cual el
espacio en nuestro vecindario es aproximadamente plano. Ademaés, como el con-
tenido de materia alcanza el horizonte de eventos, llega un momento en el cual
todas las particulas estdn en contacto causal, explicando la homogeneidad que
vemos en el CMB (Cosmic Microwave Background). Finalmente los desérdenes
topoldgicos que fueron creados primordialmente, fueron dispersados por la in-
flacion haciendo que su densidad disminuyera de tal modo que ya no constituyen
una amenaza para la estabilidad del universo.

No se comenta mas acerca del régimen de oscilaciones rapidas por ser un tema
mas delicado y més técnico y ademdas porque no es relevante para este traba-
jo; todo lo que necesitamos saber es que en las escalas de tiempo en las cuales
estamos interesados el modelo funciona muy bien.

2.2. Meétrica de Senovilla

Lamentablemente, a pesar de que el modelo estdndar de la cosmologia tiene

un alto poder predictivo en la actualidad del universo, la realidad es que nuestro
universo no es exactamente homogéneo, y nada nos conduce a pensar que fue
homogéneo primordialmente. Es por esto que se buscan modelos que permitan
un cierto grado de inhomogeneidad y que produzcan soluciones con sentido fisico
en la distribucién de momento energia, y en la evolucién del universo desde el
principio (de los tiempos).
J. M. M. Senovilla, basado en un trabajo anterior de él mismo y A. Feinstein
[21], encontré una solucién cosmoldgica a las ecuaciones de campo que produce
un universo inhomogéneo con una ecuacioén de estado real, y que principalmente,
no fue creado a partir de una sigularidad inicial, sino de una forma inicial no
singular de la métrica [20]. La forma mds general de la métrica es:

ds® = 2/ (—dt* + dx?) + G(qdy* + ¢~ 'd2?) (2.5)
Aqui G, f y q dependen de t y x de la siguiente forma:
e/ = [Acosh(at) 4+ Bsinh(at)]? cosh(3ax)

G = [Acosh(at) + Bsinh(at)] sinh(3az) cosh~*/?(3ax)
q = [Acosh(at) + Bsinh(at))® sinh(3az)

5Cuyo radio serfa el del horizonte de eventos
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Con a, A y B parametros constantes, que pueden ser fijados a conveniencia
del modelo. Vemos el comportamiento de estas funciones en las figuras 2.4, 2.5,
2.6, en donde aparecen en funcién del tiempo y la coordenada x, para ciertos
valores de A, B, a. Ademés vemos que las variaciones en la inhomogeneidad son
pequenas, ya que en las figuras 2.7 y 2.8 estan graficadas las funciones Gq y G/q,
respectivamente, y se ve que respecto a la grafica 2.4 de ef, son comparables,
y a pesar de que en el tiempo crecen exponencialmente, el tratamiento sigue
siendo adecuado. La solucién de Senovilla y Feinstein es el caso A = 0, para el
cual en t = 0 hay problemas (g se vuelve cero, y la parte de z en la métrica se
indetermina). Pero para la métrica escrita de la forma completa no hay proble-
mas de singularidad, ya que para todo ¢t > 0, g no tiende a cero. Ahora podemos
ver los aspectos fisicos de la métrica, sustituyendo en las ecuaciones de campo
para obtener la forma de la presién y la densidad:

Acosh(at) + Bsinh(at)] ™ cosh™*(3ax)

_ 1[
p_87rG

Y la ecuacion de estado de fluido perfecto:
p=3p

Que generalmente se toma para épocas dominadas por la radiacién. Vemos que
la densidad y la presién siempre estardn bien definidas (es decir, estan definidas
positivas), son finitas y sin discontinuidades para cualquier valor de ¢,z siempre
que A? > B?. Es posible demostrar por medio de un an4lisis del tensor de Weyl
en la tétrada natural nula de la métrica [24], que los invariantes de curvatura
son regulares sobre todo el espacio-tiempo, lo que nos asegura que no hay sin-
gularidades como de espacio sobre Y. Haciendo un reescalamiento del tiempo,
podemos extender el rango de las coordenadas hasta:

—00 < t,x,y,z < 00

Y llegar a que en t — —oo el espacio es plano, y la densidad y la presién se
vuelven cero. A medida que evoluciona, el fluido se contrae y la densidad (y la
presién) alcanza un valor maximo en la hipersuperficie ¢ = 0; luego el fluido se
expande (principalmente en la direccién z) y y la densidad y la presién dismin-
uyen hasta que en t — oo el universo vuelve a su estado inicial de planitud®.
Probablemente los teoremas de singularidad de Ellis y Hawking [20] tendrian
algo que decir al respecto de no haber aparecido ninguna singularidad tipo
Big-Bang en el modelo. Principalmente establecen que cualquier variedad que
utilicemos como modelo cosmoldgico debe ser globalmente hiperbdlica; esto sig-
nifica que no hay lineas (o geodésicas como) de tiempo cerradas, o en otras
palabras que no pueden haber ciclos cerrados del universo. Como el modelo de
Senovilla no contradice esto, se pueden presentar problemas.

Sin embargo, gracias a la inhomogeneidad que aparece en z, se puede plantear

6Este comportamiento se podria tomar como un ciclo de expansién y contraccién infinito,
como modelo para el universo.
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que por el comportamiento patolégico de la direccién x, algunas geodésicas co-
mo de tiempo estan incompletas, lo cual hace que el modelo no sea excluido por
los teoremas de singularidad. Hasta ahora no se ha visto el efecto que podrian
tener las inhomogeneidades en evitar una singularidad inicial, y los modelos
inhomogéneos que existen son muy particulares como para dar una conclusiéon
definitiva al asunto. Es necesario tener en cuenta que hay teoremas, como los de
singularidad, que siempre deben estar por encima de la formulacién y siempre
se deben respetar.

2.3. Meétrica de Kasner

En 1921 E. Kasner solucioné las ecuaciones de campo para un universo
anisotrépico sin contenido de momento energia, haciendo que cada 3-variedad
fuera plana en el sentido >R, = 0. Este modelo, que presenta una alta asimetria,
aunque para solo 3 grados de libertad, tiene una métrica asociada de la forma
[3, 6, 13, 22, 23, 24]:

ds? = —dt* + t°Prda? + t?P2dy? + 17273 d>

Con p; parametros que describen el comportamiento de las anisotropias, y que
cumplen las siguientes condiciones:

pL+pet+ps=pi+ps+p;=1

Cada hipersuperficie de ¢ = cte es plana, ya que todas las componentes -7 se
anulan. Vemos que el universo que es descrito por esta métrica esta en expan-
sién, ya que el volumen /—g = t se va incrementando a medida que el universo
evoluciona. Pero esta expansién no es isotrépica, sino que dependiendo de la dis-
tribucion de p; la distancia entre dos puntos varia dependiendo de su orientacion,
es mas, mientras en un eje las distancias se incrementan, en alguno de los otros
las distancias se contraen. Si bien el modelo de Friedmann-Robertson-Walker es
bastante valido en la actualidad, ;por qué no tomar un modelo anisotrépico que
haga que el universo sea altamente anisotrépico en sus inicios, pero que después
adquiera la forma que conocemos actualmente?

Un modelo sencillo que aparece citado en [3] que dice que las anisotropias pri-
mordiales del universo se borran por la expansién RW, cuando a partir de un
tiempo critico t. el contenido de materia domina sobre la densidad” correspondi-
ente a la curvatura del espacio-tiempo. Se toma una densidad de energia efectiva
para la anisotropia p.,, que se ha calculado que vale:

Pan = V72
Donde V es el volumen del universo. Y para el contenido de materia:

Pmt = von

"La materia se toma como un fluido que no ejerce presién, para que no haya contradiccién
con la base del modelo de Kasner.
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1 toma distintos valores dependiendo de la clase de materia que estemos estu-
diando® [3, 12]. Sin embargo, al tomar una ecuacién para la expansién como de
FRW: )

R 1d 2 8w
— =(z=1 V) = & \Pan m
R (3dt g (Pan + e

Encontramos que para cierto tiempo critico la densidad debida a la anisotropia
del universo disminuye gracias al enfriamiento propiciado por la expansién. Esto
es conveniente a la hora de plantear un modelo anisotrépico para ser tenido en
cuanta en el régimen de la Cosmologia Cuantica, pues la curvatura del espacio
tiempo domina la geometria en el universo primordial.

Pero para poder aplicar el formalismo, no podemos escoger una métrica que
es estacionaria, sino que debemos escoger un modelo dindamico, en los cuales
los exponentes de Kasner p; sean funciones del tiempo. Lifchitz y Khalatnikov
fueron pioneros en el trabajo del estudio de estos modelos dindmicos cerca de
la singularidad, o Mixmaster [3, 6].

En los modelos Mixmaster se tiene en cuenta alguna parametrizacién mas con-
veniente que p;(p;), pero en adicién algunos modelos tienen en cuenta la cur-
vatura espacial, es decir el pardmetro no sélo va a depender del tiempo sino
también de las coordenadas espaciales. Al hacer esto, se obtiene un univer-
so anisotrépico e inhomogéneo, en anadidura®. Pero si queremos estudiar este
modelo en el régimen de Cosmologia Cuantica Candnica, tenemos que hacer una
reparametrizaciéon, ya que la forma en la cual estd dada la métrica de Kasner
es mas bien inconveniente por tener el tiempo explicitamente en el escalar de
curvatura. En el capitulo sobre la cuantizacion en el modelo de Kasner esto
estard mas claro.

La forma en que u, o en general los pardmetros deben cambiar en el tiempo no
es definitiva, ya que la forma de las anisotropias primordiales son desconocidas;
sin embargo para el anélisis que se hard aqui no serd importante el conocimiento
de la dependencia temporal de u.

2.3.1. Mas alla del modelo de Kasner

Es posible extender el modelo de Kasner para tener en cuenta distribuciones
de momento energia, haciendo que las condiciones sobre los exponentes en la
métrica de Kasner no sean 1, sino que, en general [22, 23

|
®

p1+p2+p3=

Pi+ps+ps=gq

Donde s, g son constantes distintas de 1. Cuando se hace esta variacién en la
métrica, y se sustituye en las ecuaciones de campo, llegamos a:

s —q=4nGt*(p + 3P) (2.6)

8Para materia sin presién, n = 1, para radiacién n = 4/3 y para un gas ideal n = 5/3.
9Como el modelo de Senovilla es inhomogéneo, sélo nos concentraremos en el modelo
homogéneo de Kasner
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pi(l = 5) = —4n G (p — ) (2.7)
Y, para cada componente de presién:
P1p2 + P1P3 + P2ps3

12 =8rGp
P3+p3 —p;— st paps _ g
_PiI+PE—pL—ps+pips $7GP,
12
_pa+pi —PiQ— p1t+papr STGP.

Que es la distribucién de momento energia en un espacio tiempo anisotrépico
(estacionario). Lo que vemos aqui es que la presién y la densidad generadas por
la anisotropia del universo, se disipan a medida que el tiempo pasa, y podemos
tener ecuaciones del tipo p = t~2pg v de igual forma para P. Con esto se puede
tomar por ejemplo el caso de un fluido ideal con ecuacién de estado p = P (de
Zel’dovich), con lo que se obtiene:

s =1, qg=1—-167Gpq

Asimismo, si se cumple la condicién py < ﬁ podemos encontrar solucién
para una familia continua de valores para p1,ps (ya que ps = 1 — py — p1), de
modo que el universo puede ser anisotrépico. Si la ecuacion de estado no es de la
forma p = P, vemos de (2.7) que los p; deben ser todos iguales, lo cual hace que
se pierda la anisotropia. ;Pero qué condiciones tienen s,q para que tengamos
soluciones con sentido fisico? Para solucionar esto, tenemos las condiciones de
energfa, y en particular la condicién dominante [23]. Esta condicién dice que
desde un observador local en reposo, cada componente del tensor momento
energia debe ser menor que la densidad de energia medida en el mismo sistema,
esto es:
Tl < p
La condicion fuerte de energia establece que se debe cumplir la positividad de
la energia [19]:
Taguo‘uﬁ >0
Con u la 4-velocidad del fluido. La condicién débil dice que:
p=>0

La condicién dominante establece en términos fisicos, que ninguna onda de
sonido puede propagarse més rapido que la luz. Al aplicar esta condicién lleg-
amos a:

25(s—1)>0
Y ademads:

2 2 )2 —pa)2 — pa)2
oo 3 =8 (1 p2) + (pr—ps) (2 —ps)”
> 5 5 >
De las anteriores condiciones llegamos a la condicién s > 1, que incluye el modelo
de Kasner en el vacio, y permite muchas otras posibilidades.
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2.4. Modelos de Bianchi

Los modelos cosmolégicos de Bianchi tienen en cuenta la topologia de la 4-
esfera de RW'C y le afaden anisotropias, cuya forma depende de cada modelo.
Bianchi clasificé los grupos de Lie de simetria local 3-dimensional, y cada uno
de estos modelos es homogéneo gracias a que su construccién lleva implicita la
invarianza ante ciertas transformaciones [24]. Estos modelos admiten un grupo
de Lie de isometria 3-dimensional G que actia simplemente transitivamente
sobre cada hipersuperficie ¥ de la foliacién. Gracias a esto, para cada modelo
existe un conjunto de 3 vectores £ invariantes sobre ¥ que forman el dlgebra de
Lie de G [11]:

[&,&] = Ciéw
Donde C son las constantes de estructura del grupo. Duales a estos invariantes,
armamos un conjunto de 1-formas invariantes x* que deben satisfacer las ecua-
ciones de Maurer-Cartan:

7 1 7 j k
dx —§Cjkxj/\x =0

Si CY, es cero, ese modelo de Bianchi se dice que es de clase A. Si esto no sucede,
se dice que es de clase B. Los que son de interés para la cosmologia cuantica
son los de Clase A, ya que Hawking demostré que los clase B son inconvenientes
para hacer la descomposicién ADM [25]. Se puede demostrar que las constantes
de estructura para los modelos clase A se pueden escribir de la forma:

, )
Cly = €S’

Con ¢ el tensor de Levi-Civita y S un tensor simétrico. Al hacer una clasificacién
mas minuciosa de los grupos existentes, se llega a que hay en total 9 tipos
distintos de modelos de Bianchi, de los cuales los grupos I, II, VI, VII y IX son
de Clase A. Estos se caracterizan por la signatura de S, en particular el tipo 1
tiene signatura (0,0,0), por lo que todas las constantes de estructura se anulan,
y las 1-formas son:
Con z' las coordenadas espaciales usuales. La homogeneidad del modelo se
asegura por la invarianza de la métrica asociada ante traslaciones espaciales
(t.2') = (t, 2" +X°).
La signatura del tipo II es (0,0,4), por lo que tenemos para las constantes de
estructura:

lek = 5§G3jk

Y las 1-formas quedan de la forma:

10Robertson-Walker.



CAPITULO 2. MODELOS COSMOLOGICOS 25
Es posible demostrar a partir de lo anterior que la forma general de las métricas
de Bianchi Clase A es [6, 11]:

ds® = —N2dt? + e2*e?Pii\ixd (2.8)

Aqui o representa el factor de escala, de hecho segin Misner [6] R = e®, por lo
cual la singularidad inicial se presenta en a — —o0. 3;; se puede parametrizar
para obtener la matriz:

By + V33 0 0
Bij = 0 B —V33- 0
0 0 —23.

El hecho que las componentes no diagonales no sean cero no significa que,
por ejemplo €12 = 1: las componentes no diagonales se anulan. Aqui S+ son
los parametros de anisotropia que se comportaran de una forma similar a los
parametros en Kasner, como se verd en la siguiente seccién. La forma de las
métricas y el analisis de cada una se encuentra en el capitulo 6.

2.5. Relacion Bianchi tipo I-Kasner

En el modelo de Bianchi tipo I es posible hacer una parametrizacién de los
B+ cuando se elimina el factor de escala y se hace una dependencia exclusiva
de [+; esto se puede obtener cuando se reemplaza el tiempo por el factor de
escala en las ecuaciones canénicas. Una parametrizacién [6] en particular, muy
conveniente, expresa 0+ en funcién de un pardametro u dependiente del tiempo,
de la siguiente forma:
w4 u+d
—_— 2
u2+u+1
1
B =— 30#
u*+u+1
Al sustituir esto en la métrica de Bianchi tipo I, llegamos a la siguiente forma
de la métrica:

By = —

ds® = —dt* + t*P da? + t*P2dxl + t*P* da’
Con los p; dados por:
p1= ;—:
u+1
Pu
u(u+1)
Pu
pu=ul4+u+1

P2 =

p3 =

La métrica que aparece es la misma métrica de Kasner, con la diferencia que este
es un modelo Mixmaster, ya que los p; dependen del tiempo. Es por esto que
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vemos que el modelo de Kasner es una particularizacién del modelo de Bianchi
tipo I [13]. Con las ecuaciones para los p; podemos reescribir la parametrizacién
de los B4:

Br = —a(ps — #)
b= —a(P5 )

Evidentemente se reducen los grados de libertad para Bianchi tipo I: nos quedamos
sélo con el parametro u, que fue propuesto por E. M. Lifchitz e I. M. Khalatnikov
en 1963.
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Capitulo 3

Cuantizacion del Modelo de
Robertson Walker

En el capitulo 2 se estudié el modelo de Robertson Walker en el contexto
de la cosmologia no cuantica; en este trabajo se muestra la cuantizacion del
modelo segun el formalismo de Wheeler DeWitt, y luego se aplica el formalismo
de Dirac Square Root (DSR) o de la raiz cuadrada de Dirac. Segun se vio en
el capitulo 1, para cuantizar un modelo es necesario encontrar el Lagrangiano
asociado, de esta forma primero recordamos la forma de la métrica de Robertson
Walker, que como se dijo antes produce un Universo maximalmente simétrico
[4, 19] y en expansién:

ds®> = —dt® + R(t)*(d€? + sin® £dQs) (3.1)
O en la forma de la 4-esfera:
ds® = —dt* + R*(t)

Para encontrar el Lagrangiano, es necesario primero calcular el escalar de cur-
vatura R, segtn el formalismo (3+1).

~-R=K?-K;;K7 R

Al calcular la curvatura extrinseca, se halla R:

L\ 2 L\ 2
—R:2<%> (3)—3R:6<%> —%

El 3 que aparece es debido a la traza de hf . Observamos que en esta expresion
s6lo aparecen términos hasta la primera derivada temporal del factor de escala.

31
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Si se hubiera calculado R hallando los simbolos de Christoffel, y luego el tensor
de Ricci [28] (como usualmente se hace en Relatividad General) , aparecerfa un
término extra con una segunda derivada temporal del factor de escala:

. 2 .
6 R R
R=m - <§> —0%

Hasta una posible 4-divergencia, el escalar de curvatura calculado segun el for-
malismo (3+1) es idéntico al calculado siguiendo el método usual. La adicién
de una 4-divergencia el lagrangiano no cambia las ecuaciones de movimiento,
ya que sélo contribuye con un término de superficie!, en este caso la diferencia
entre los R [4]:

d .
Rapn — Rusual = —(—g)*l/Qa(taRR)

Por eso para construir el hamiltoniano, es preferible tomar R apas.

3.1. Formulacion Candnica.

Con el escalar de curvatura calculado, es posible encontrar la densidad la-

grangiana:
v—g(— N
- VICR) _ NVRp (3.2)
167G 167G
Como se observa de (3.1), el lapso es N =1, y h = det h;; es:
h = RS(sin? £(sin? ¢ sin? 9))
Vh = R?sin®¢sin 6 (3.3)
Por lo cual L es:
1 SR 1),
L= _167TG6R <ﬁ — ﬁ) sin” € sin 0
___ (RR — R)sin® ¢ sin 6
~ 167G i
Ahora, podemos encontrar la accién:
6 )
S = /Ld4x =16 /E(RRQ — R)sin® ¢sin 6 dtd®z
Al integrar sobre una 4-esfera, obenemos:
6 . 27T2 52
s 167G (RR" - R)

INétese que este término es similar al que aparece en la accién de Einstein Hilbert en el
capitulo 1.
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Y, como S = [ Ldt, llegamos a:
K
G

Aqui ya sélo estd el factor de escala R como pardmetro. Ahora, para cuantizar
tenemos que hallar el hamiltoniano, de la forma candnica usual tomando a R
como la tnica variable candnica.

L=—->—(RR?>-R)

=~ w

H=npR~-L
Calculamos 7 segin:
oL 3T .
TR — E = —%RR

Despejando R dela expresion anterior y reemplazando en H, se obtiene:
2G , 3« 2GrR\”
R -R
( 3R )

H= 272420
srR R TG

La restriccién hamiltoniana aparece cuando vemos que H no debe variar respec-
to a N. A pesar de que en la expresién anterior no aparece N explicitamente,
podemos regresar a la expresién (3.2) y ver que:

7% G 3w
H=NH=N|--£—_-2"2
nt ( R 3m 4GR)

Por lo cual g—ﬁ = H y ademads es igual a cero, ya que en el Lagrangiano no
aparecen términos con derivadas temporales de N; por lo anterior obtenemos la
restriccién:

oL

N
Como esta restriccion es vélida para cualquier tiempo, tenemos que 7y = 0. Y
si escribimos los corchetes de Poisson, llegamos a:

0H

#N:_{HJTN}:W:O

Ahora, si cuantizamos sobre wg, segun el procedimiento de cuantizacién canénica
de Dirac? [R,7g] =i [4, 27]:

TN 0

0
Y 3.4
TR g (3.4)
Por lo cual la restriccién hamiltoniana viene sobre una funcién de onda que
depende del factor de escala. Al cuantizar segin (3.4), obtenemos la ecuacién
de Wheeler DeWitt para el modelo cerrado de Robertson Walker:
0? 972

Hip = ( - —RQ)w[R] =0 (3.5)

2Este procedimiento no se hace sobre N pues la restriccién hamiltoniana H lo evita.
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3.2. Descomposicion de Dirac.

Al igual que la ecuacion de Klein Gordon, la ecuacién de Wheeler DeWitt
(3.5) presenta el problema de que la densidad de probabilidad no estd definida
positiva, por lo cual aparecen problemas fisicos de interpretacion, que por demas
son indeseables en cualquier teoria, ya que probabilidades negativas no tienen
sentido dentro del contexto de la fisica. Otro problema que aparece en (3.5)
es que no tenemos una ecuacién de continuidad que hable de la conservacion
de la probabilidad. Es por esto que se propone aplicar el formalismo de la raiz
cuadrada, factorizando (3.5) y volviéndola una ecuacién diferencial de grado 1,
en la cual la solucién es una funcién de onda tipo espinor, de dos componentes.
Siguiendo esta formulacién, en particular para nuestro modelo proponemos un
hamiltoniano de la forma:

Hp ZAWR-FBkR

Con A, B matrices 2x2,y k= S—g Este hamiltoniano actta sobre una funcién
de onda tipo espinor:

(AWR + Bm) <$1>

Ahora, la condicién que se le exige a Hp es que al elevar al cuadrado, se obtenga
de nuevo la ecuacién (3.5):

(Ang + BER)(Angr + BkR) = A%r% + B*k®>R? 4+ k{A, B}nrR

= 7%+ K2 R?
De lo anterior, llegamos a las siguientes condiciones sobre las matrices A, B:
A2 =D?=1
{A,B} =0
Al expresar estas ecuaciones en términos de sus componentes, llegamos a:
2 -1 _
a1 +aiza21 = ail = —az2
2
b1y +biabar =1 bi1 = —ba2

2b11a11 + bi2a21 + a12b21 =0

En particular, una solucién simétrica y muy agradable a la vista es:

(D) a0

Como estas dos matrices son reales, se ve directamente que Hp es hermitico, lo
cual es requerido para el sentido cudntico del asunto. Ahora, al cuantizar segiun
(3.4), llegamos a:

'A@ BkRi =0 3.6
—iAZE W) = (3.6)
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Y por componentes la ecuacién anterior se escribe de la siguiente forma:

—i% +kRyy =0 (3.7)
—i% —kRipy =0 (3.8)

Estas ecuaciones diferenciales acopladas se pueden desacoplar por sustitucién,
por lo cual se obtiene:

1 0%, 1 Oy 5

"R twog TR0 (39)
1 0%y 1 Os 5

— —_— pu— -1
R6R2+R2 6R+k Ryo =0 (3.10)

La forma de la solucién de (3.7) y (3.8) es:
b1 = are’F + aze (3.11)

o = by 4 hye R (3.12)

Al sustituir este Ansatz en (3.7), (3.8), se obtiene w = k/2 y también la relacién

entre los a, b:
by

a1
ba
ag

= —1

=1

Como el modelo que estamos estudiando no tiene constante cosmoldgica ni tam-
poco un campo de materia, lo que tenemos es una expansion de R = 0 al infinito,
por lo cual por ahora no podemos eliminar niguna de las soluciones, pues si bien
la exponencial positiva favorece un universo con expansion, es infinita, y eso
no es conveniente. La otra solucién estd acotada y no es infinita, pero predice
un universo que colapsa. Sin embargo, reduciremos el caso a tomar una de las
dos soluciones, porque tomar una superposicion lineal complica los célculos y
no muestra lo basico de cada comportamiento; ademds cuando la exponencial
positiva domine, la otra exponencial no tendra efecto alguno. La condicién es,
entonces:

a1as = 0 (313)

De modo que las soluciones posibles son:

(1) s ()

En la siguiente seccién encontraremos por medio de argumentos de conservacion,
que la mejor solucion es la segunda.
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3.3. Cuestiones de Continuidad

Para ver la evolucion del universo durante la expansién, es necesario ver que
cantidades permanecen conservadas, y si no se conservan, encontrar la relacion
entre ellas por medio de alguna ecuacién de continuidad. Lo que se hace es
manipular la ecuacién (3.6) hasta obtener alguna cantidad conservada durante
la expansion.

Tomamos la conjugada de la ecuacién (3.6) para obtener:

(T A)
""OR

+(@'B)kR =0 (3.14)

Multiplicando el lado derecho de la ecuacién anterior por 1, y multiplicando el

lado izquierdo de (3.6) por 1, obtenemos?:

i AT+ (u BukR = 0
O(ptA) i 2 _
3R Y+ (Y"BY)kR =0
Al restar estas ecuaciones, llegamos a:
O O B
Con -
=vla=(v] o))
M
or "

Como 17 no es necesariamente una cantidad positiva, la denominaremos corri-

ente de probabilidad 7, y la ecuacién de continuidad queda escrita de la forma:
Py
9 _
OR

Tenemos esta cantidad que se conserva en la expansién y que vale:
J =l + 9l
J=0

Para cualquiera de los dos modelos. Esto ocurre por lo que nos restringimos
a cada uno de los comportamientos por aparte; si hubiésemos tomado la su-
perposicion de los dos j no seria cero, pero la diferencia de los dos estados se
incrementa de una forma tan dramética después de R = 1, que j tenderia muy

3A partir de aqui ignoraremos la notacién 1; sélo se utilizard cuando sea necesario hacer
evidente la diferencia entre el espinor y la funcion de onda.
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rapidamente a cero*.

Vemos que no fue muy 1til la ecuacién de conservacién, pero podemos proponer
una densidad de energia que esté definida positiva:

p =t + i
En el caso de la exponencial positiva, esta cantidad vale:
2
p = |a|2e2R
Y para la exponencial negativa:

_ 2
p= |a2|2e 2wR

En las figuras 3.1 y 3.2 vemos la gréfica de estas probabilidades en funcién del
factor de escala (normalizadas a 1). De aqui encontramos que la funcién de
onda que produce una densidad finita, es decir que es de cuadrado integrable,
es la exponencial decreciente. Como éesto es lo que estamos buscando, nuesta

eleccion es la solucion:
—wr2 (1
¢ - - <Z>

Que hace que la probabilidad se conserve y sea:

2 —2wR? ol |
f— d = — — ,]_
P = |as| /O e R = |ag| 5\ 2 (3.15)

P ~mp, (3.16)

Es proporcional al inverso de la masa de Planck. En general no podemos encon-
trar el valor exacto de esta cantidad debido a que las condiciones iniciales que
definen as son desconocidas. Lo que podemos concluir es que la masa de Planck
sirve para normalizar las condiciones iniciales en un posible Big-Bang.

Si tomamos las condiciones de Linde y Hartle Hawking en este caso, tenemos
que la condicién de Linde hace que la funcién de onda que crece con el tiempo
(mas exactamente, con vh = R®) se anule; la de Hartle Hawking hace lo con-
trario, pues es ésta la que sobrevive (la que crece con el tiempo), lo que esta en
desacuerdo con nuestra propuesta de conservacién global de la probabilidad. La
propuesta de Vilenkin no se puede tener en cuenta, pues las funciones de onda
obtenidas no dicen nada sobre el sentido de la expansién, es decir, no hay ondas
salientes o entrantes como parte de la solucion.

3.4. Condiciones de Frontera

En la secciéon anterior veiamos la aplicaciéon de una condicién de frontera
muy particular, en la cual aceptamos tnicamente soluciones de onda saliente o

4Se podria argumentar que dependiendo de las condiciones iniciales es posible hacer compa-
rables las dos funciones en un rango de R més amplio, pero como desconocemos las condiciones
iniciales, es mejor restringirnos a tomar los comportamientos por aparte.
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que no divergen para R — oo. Pero para ver mas claramente las diferencias entre
las propuestas generales para condicién de frontera, enumeradas en el capitulo
1 es necesario referirnos la la ecuacién de Friedmann con constante cosmoldgica
que vimos en el capitulo 2, y a partir de la expresién para mr (que no debe
cambiar pues el término extra no tiene que ver con R), llegamos a [16]:

9 , R*
TR+ R — — =¢€ 3.17
€ se refiere a la cantidad de radiacién que contiene el universo, y R, = % Pv 125,

Esta ecuacion, si la vemos clasicamente se refiere al movimiento de una particula
en un potencial que en R = Ry tiene un maximo, y en R = 0 tiene un pozo.
Para esta particula, a € <(altura de la barrera) sélo existen dos trayectorias
posibles clasicamente, un movimiento desde R = 0 hasta un radio R;, para
luego devolverse, y también puede llegar del infinito hasta un radio minimo Ra,
y vuelve a irse para el infinito. La interpretacién que se le da a esto es que el
universo clasicamente puede expandirse a partir de radio cero hasta cierto radio,
para después colapsar, o bien puede estar contrayéndose desde un radio infinito
hasta llegar a cierto punto en el cual se expande al infinito. Ni la constante
cosmoldgica ni el contenido de radiacién en el universo son tan grandes para
permitir que el universo se hubiese expandido hasta su tamano actual, para
después encontrar la barrera y recolapsar. Las observaciones tampoco dan para
que el universo venga de una contraccion hasta cierto radio critico y esté en la
era de expansion hacia el infinito. Pero hay otra opcion, que nos da la cosmologia
cuantica, y es el tunelamiento. Porque si la ecuacion de Friedmann se toma en el
régimen cuantico, existe la opcién del universo tunelando a través de la barrera
de potencial, habiendo comenzado desde R = 0, y contintie su expansién al
infinito. La ecuaciéon de Wheeler DeWitt para ese modelo es:

0 2p2 Ay

(8R2 KR+ TR JUIR] = ev[R] (3.18)
Que se obtiene cuantizando segtiin 1 — —id, y teniendo en cuenta que la ecuacién
de Friedmann aparece de las ecuaciones de campo, o mas directamente, de la
minimizaciéon de la accién de Einstein Hilbert teniendo en cuenta la constante
cosmologica. La propuesta de suponer que el universo puede tener una funcién
de onda de tunelamiento es debida a Vilenkin, que propone en general que la
funcién de onda del universo no debe tener componentes de tipo onda entrante.
La probabilidad semicldsica de tunelamiento fue calculada por Vilenkin [4, 16],
que encontrd que vale:

R, 3
P~ ef2f0 UlmrldR — =5,

para el universo sin contenido de radiacién, es decir, el universo puede tunelarse
desde la nada hasta un universo de radio R,. La solucién a esta ecuacion de

5Esta densidad del vacio est4 relacionada con la constante cosmolégica de la forma p = %
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Wheeler DeWitt® viene dada por una superposicién de ondas salientes y en-
trantes por fuera de la barrera, y en la regién de tunelamiento tenemos una
exponencial decayendo y una creciendo (como obtuvimos en la seccién ante-
rior en la ausencia de potencial externo). Segun la condicién de Vilenkin de
tunelamiento desde R = 0 seleccionamos la onda saliente. Como en esta solucion
las exponenciales se desvanecen naturalmente al salir de la barrera de poten-
cial, no es necesario restringirlas. En el Modelo Estandar de la cosmologia se
reemplaza la energia del vacio (que aqui esta representada por la constante cos-
moldgica) por un potencial de un campo escalar ¢, como veifamos en el capitulo
2; entonces, en el régimen pre-inflacion en donde el potencial varia lentamente,
reemplazamos la densidad por este potencial, y llegamos a la siguiente expresion
para la probabilidad:
P ~e @

Entonces la probabilidad es mayor para una evolucién con valores elevados de
potencial, por lo cual esta forma de la probabilidad favorece la inflacién (que es
lo requerido para que el modelo estdndar de la cosmologia funcione). La funcién
de onda de Vilenkin la vemos en la Figura 3.3, donde vemos el comportamiento
de onda saliente después de superar la barrera de potencial, y los comportamien-
tos exponenciales en el interior de la barrera.

Como habiamos mencionado en el capitulo 1, la forma de abordar la condi-
cion de frontera de Hartle-Hawking [5] es por medio de los instantones, o los
puntos estacionarios de la accién, esto es:

VY ~e 5P
La accién euclideana que se toma es la generada por la ecuacién de movimiento
del campo escalar, por lo cual Sg = —%, y la probabilidad es:

3
Preta@®

La funcién de onda de Hartle Hawking se compone de ondas entrantes y salientes
en el régimen de expansion libre, y dentro de la barrera de potencial sélo aparece
la exponencial creciente (la decreciente ha sido anulada por la condicién de fron-
tera). Esta forma de la probabilidad nos dice lo contrario de la prediccién de
Vilenkin: que es muy poco probable que el universo evolucione con un poten-
cial de campo escalar elevado, haciendo que sea menos probable un universo
primordial inflacionario. Entonces la mayoria de universos serian muy pequenos
y no durarfan mucho, por las razones que menciondbamos en el capitulo 2. Es
aqui donde vuelve a entrar en escena el principio antrépico, ya que si somos ob-
servadores tipicos, asi la mayoria de universos creados no permitan la existencia
de observadores, obligatoriamente estamos en un universo inflacionario, confir-
mando asi el Modelo Esténdar de la Cosmologfa (al menos en nuestro universo,

6No es necesario escribirla explicitamente porque en este trabajo este apartado tiene
caricter ilustrativo, ya que no constituye un resultado obtenido por nosotros.
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por poco probable que sea su existencia). En la figura 3.4 estd graficada la fun-
ciéon de onda de Hartle Hawking, mostrando el comportamiento de exponencial
creciente dentro de la barrera, y fuera la superposicion de ondas entrantes y
salientes.

La propuesta de Linde varia la funcién de onda eliminando la exponencial
creciente y dejando la creciente, sin tocar las ondas entrantes y salientes en el
régimen libre, ya que la frontera se fija para eliminar la solucién que no crece con
Vvh = R3, al contrario de lo que pasa con la funcién de onda de Hartle-Hawking
[16]. El comportamiento de la funcién de onda de Linde se observa en la figura
3.5, donde vemos que por fuera de la barrera de potencial es muy similar a la
de Hartle Hawking.

Si bien todas las propuestas producen resultados vélidos, la que menos proble-
mas técnicos presenta y estd més de acuerdo con un universo como el nuestro
es la de Vilenkin.

3.5. Modelo de Friedmann Robertson Walker

Para abordar el problema de la constante cosmolégica dentro de la formu-
lacion DSR, podemos tomar dos caminos. En el primero, hacemos un analogo
al andlisis que hicimos al comienzo, factorizando la ecuacién de Wheeler De-
Witt para el modelo FRW (3.18) proponiendo un hamiltoniano factorizado de

la forma:
/ A
Hp = Anr + kB R2—§R4

Qua actue sobre la funcién de onda tipo espinor, con dos componentes 11, 1s.
Las matrices A, B cumplen las mismas condiciones que cumplian en el caso
Robertson Walker, por lo cual en particular pueden ser las mismas. Al calcular
para cada componente espinorial, tenemos una ecuacién de segundo orden de la

forma:
0 1 0; / A
—— | —— +k{/R2— —R%); =0

A pesar de los desagradable de esta ecuacién, Mathematica pudo hallar la solu-
cién general, con la sustitucién R — kR, por conveniencia:

V1 —3sR2 + 3s2R* — s3R6
i = Crexp( - ) (3.19)
O también: y
1—3sR2? +352R* — s3RS
P = Cs exp(— 25 ) (3.20)

Aqui s = A/3. Vemos que estas soluciones permiten comportamiento exponen-
cial en una region separada de la regién en la cual hay ondas salientes o entrantes,
segun veiamos en la seccién anterior. Si la constante cosmolédgica fuera 0.0003,
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segin el signo del polinomio en el interior de la exponencial tenemos régimen
exponencial u ondulatorio. En la figura 3.6 esta graficado este polinomio en fun-
cién de R, para ver que la funcién cambia de signo en R = 100 (lo que no nos
dice mucho). Lo que si nos dice es que el comportamiento se mantiene a pesar
de haber factorizado el hamiltoniano. En general, las raices de este polinomio
se encuentran en R = —1/y/s y en R = 1/4/s, lo cual nos dice que se supera

la barrera de potencial debido a la energia del vacio cerca de” Ry = \/% que

es precisamente la cota que pone Vilenkin para el tunelamiento. Es aqui donde
debemos poner las condiciones de frontera. En la de Vilenkin quitamos la se-
gunda solucién, ya que el régimen oscilatorio es una onda entrante. Entonces,
segin Vilenkin la funcién de onda es una exponencial decreciente (Figura 3.7)
que arranca desde cierta condicion inicial y se tunela a través del potencial que
impone la densidad de energia del vacio; al pasar la barrera predice un universo
en expansion, con la onda saliente. En la condicién de Hartle-Hawking debe-
mos tener en cuenta que anulamos la exponencial decreciente, por lo cual ya
no tenemos ondas entrantes, y la funciéon de onda seria idéntica a la predicha
por Vilenkin. La condicién de Linde, que elimina la exponencial creciente, per-
mite ondas entrantes pero no ondas salientes, lo cual predice un universo que
viene de un estado R — o0, choca con la barrera de potencial y se tunela hasta
llegar a un estado R = 0. Como esto es puramente probabilistico, estos compor-
tamientos no son 100 % iguales a los que verfamos cerca del Big-Bang, ademés
no hemos tenido en cuenta que el potencial debido a la constante cosmolégica lo
tenemos que alterar para tener en cuenta el modelo inflacionario. Gracias a que
la ecuacién de Dirac Wheeler DeWitt tiene la misma forma que en el modelo de
Robertson Walker, la ecuacién de continuidad que definamos serd trivial, y no
nos darda informacién sobre el balance en las cantidades probabilisticas. Gracias
a la forma de las funciones de onda, si es posible encontrar que éstas son de
cuadrado integrable, lo cual nos habla de la conservacién global de la Proba-
bilidad. Sin embargo, no es posible calcular la probabilidad explicitamente en
funcién de A, y la dependencia numérica no es ttil en el sentido interpretativo;
toda la informacién que se necesita es saber cual es el comportamiento de la
funcién de onda para diferentes condiciones. Ademads, como hemos dicho antes
la manera més adecuada de intentar lanzar predicciones en Cosmologia lo da
el modelo inflacionario; en el capitulo final regresaremos a este tema y men-
cionaremos algunas formas de abordar este problema desde el formalismo DSR.
El segundo método para hacer la factorizacién radica en obtener una ley de
conservacion para la densidad, por lo cual la ecuacion de Dirac Wheeler DeWitt
que se propone es:
.0y

—imm = kRAY + ky/A[3BY

Con A, B las mismas matrices que se han tratado en este capitulo para la fac-
torizacién. Con esta ecuacion es posible obtener la ecuacién de Wheeler DeWitt
original, como debe ser. El problema es que al expresar esa ecuacién por com-

"La raiz negativa no nos importa, ya que el rango de R es los reales positivos.
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ponentes:
0 _
‘2£ = —kRyy + k(A/3)71 2
0 -
‘Z£ = kRips + k(A/3)71 %9

Y al tratar de despejar para cualquiera de las v, encontramos que la ecuacion
diferencial es poco menos que insoluble, por lo cual no se muestra aqui este
resultado; ademas el método anterior funcioné bien, y este otro método es mas
bien forzado para obtener una ecuacién de continuidad. Pero como con el modelo
anterior pudimos obtener conservacion global de la probabilidad, rechazaremos
de plano este método.
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Capitulo 4

Cuantizacion en el modelo
de Senovilla

Andlogamente al caso de Robertson Walker, para cuantizar este modelo es
necesario calcular la curvatura extrinseca para hallar el lagrangiano. Para esto,
planteamos la forma de la métrica en la forma (3+1):

N =0, N'=0

20 0
hij = 0 Gq 0
0 0 G/q
e 2 0 0
hi =: 0 (Gg)™* 0
0 0 q/G

Con lo anterior, calculamos las componentes de K:

Kn=—f; K'=-e¥jf

1 . . e ]
Ko = —5e % (Ga+ Gi)i - K = (2+%)

269 \G ' ¢
_ MGG gy, s e qG g
Kn=-(g-3) =522
Y podemos obtener el lagrangiano:
1 _ G2 G.o .G
L= 6(()" - (3) -4i(g) R

A partir del lagrangiano podemos hallar los momentos conjugados a las variables
canénicas f, Gy ¢

WfZ%Z—QeifG
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TG = —€ a—2e*ff
Tg = eiqu%

Si despejamos f , Gy ¢ en términos de los momentos, obtenemos para el hamil-
toniano: . .
HZWff+WGa+qu—£
5ef 1 ¢%ef
= gaw? —2efmgmy + 57775 —3IG3R

Esta es la restriccion hamiltoniana que lleva a la ecuacién de Wheeler DeWitt,
cuando cuantizamos segun la relacién [g, 74| = 4

9
()

Al hacer esto, obtenemos la ecuacién que nos da informacién sobre la funcién
de onda de un universo con una metrica tipo Senovilla:

T =~

5 02 o 0 q? 0%
—— 2=+ == 2) ,G,q] =0 4.1
(88f2 ajoc taag TV )G (4.1)
Con v? = e2/G?3R. Desde aqui podemos ver que (4.1) presenta una asimetria
en GG, ya que no encontramos términos de orden 2, s6lo un término mezclado
con f. Esto puede llevar a que la factorizaciéon de Dirac presente problemas.

4.1. Descomposiciéon de Dirac

Con la ecuacién (4.1) no podemos plantear una ecuacién de continuidad, por
lo cual asi como en el caso de la métrica de Robertson Walker queremos fac-
torizar segtn el formalismo DSR. Para hacer esto planteamos un Hamiltoniano
matricial que actie sobre una funcién de onda tipo espinor, y por lo cual sélo
tendra primeras derivadas de las variables candnicas:

Hp = ¢ms + 376 —éwq —Xv

Tenemos la condicién H2, = H, con la cual obtenemos la restriccién sobre las
matrices:

5
¢ =3h =0 {7}=-2G

92:—% x>=1 {0,x}=0

Al expresar estas relaciones en términos de sus componentes, llegamos a las
condiciones:

5
P11+ 22 =0 @7 + dp12o1 = 3
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Y1 +722 =0 i + 712721 =0

2011711 + 912721 + P21y12 = —2G
2

011+ 02 =0 03 + 01909 = —%

X1+ X2 =0 X3+ xi2xe1 = 1
2011 + 012+ 021 =0

A continuacion demostraremos que el hamiltoniano matricial que se obtiene no
es hermitico. Si el hamiltoniano que obtenemos no es hermitico, no sélo ten-
emos problemas segiin la mecénica cuantica, sino que no podremos obtener una
ecuacion de continuidad bien definida, que es lo que buscamos con el proced-
imiento DSR.. Esto ocurre porque es necesario adjuntar el hamiltoniano que se
obtenga,para despues aplicarlo sobre la funcién de onda espinorial adjunta: si
esta nueva ecuacion no estd bien definida, no es posible obtener una ley de con-
servacion.

Si Hp es hermitico, tenemos dos opciones para las matrices: o son Reales y
Simétricas o son Antisimétricas con sus componentes fuera de la diagonal Imag-
inarias. Supongamos que vy es Real y Simétrica; por lo cual:

Y12 =721 €R

Entonces:
T =12 <0
Vemos que 711 es imaginario, lo cual entra en contradiccién con la hipdtesis
v eR.
Entonces, v debe cumplir 711 € Ry v12 = =721 = i8 € I, con 8 € R. De lo
anterior, obtenemos:
Y +B8 =0

Entonces v11 € I, lo cual también contradice la hipdtesis. Como nos quedamos
sin opciones, la conclusién es que no es posible hacer la factorizacién de Dirac
en (4.1) y obtener un Hamiltoniano con sentido fisico.

4.2. Comentarios Adicionales

En el capitulo 2 veifamos que existe una forma explicita para el modelo cos-
moliogico de Senovilla, en términos de algunos pardametros, més exactamente
a, A, B. Dado que la calibracién de estos parametros da méas exactamente la
dindmica del modelo, jpor qué no intentar aplicar un modelo como el Mixmas-
ter y tomar esas variables como dindmicas? La respuesta la da la cuantizacion
del modelo de Kasner en el capitulo 5, en donde se ve que cuando aparece el
tiempo, o en este caso el tiempo y las coordenadas explicitamente en la forma
de la métrica, el caso se vuelve més delicado, y a menos que no hayan otros
términos, como ocurre en Kasner, la dindmica de los modelos en el régimen de
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la Cosmologia Cuantica no se puede solucionar por medio de la cuantizacién
canodnica. Esto se debe en gran parte a que clasicamente uno puede definir el
tiempo segun lo estd observando, o segiin uno lo quiera fijar; en mecénica cuanti-
ca la situacién es diferente, ya que el tiempo que se tiene es similar al tiempo
cosmologico, que todos los observadores lo ven idéntico. Y como este tiempo es
medible sélo en términos de los parametros cosmolégicos, no se pueden mezclar
en un formalismo las dos definiciones, a menos que la situacién (Kasner) lo per-
mita.

En el capitulo 2 decifamos que el modelo cosmolégico de Senovilla no presentaba
singularidad inicial, asi que jpor que querriamos estudiar este universo a escalas
de Planck si en ningtin momento llega a estar tan contraido, y si ademas no tiene
un principio definido? Primero que todo, no tenemos singularidad inicial sélo
si escogemos adecuadamente los pardametros A, B, de modo que el modelo maés
general si admitirfa singularidades iniciales (como es el caso del modelo de Fein-
stein y Senovila). Segundo, es posible escalar la densidad de energia y la presién
que calculamos en el capitulo 2 para obtener en ¢ = 0 una densidad de energia
critica de la escala de Planck (pp; = Epl/l?j;l), y esperar a que el universo se
enfrie y se aplane en t — oo, tal como lo predice el modelo.

No es posible encontrar un comportamiento aproximado para la ecuacién
de Wheeler DeWitt, pues es el escalar de curvatura depende de las variaciones
espaciales de las variables candnicas, lo cual complica los calculos, y en adiciéon
estas variaciones dependen de la escogencia de los parametros a, A, B, y en el
caso estudiado en [21], s6lo del pardmetro a. Y aun al calcular estas variaciones,
en general no es posible expresarlas en términos de las variables puras, por lo
cual no es posible hallar la solucién exacta.



Capitulo 5

Cuantizacion en el modelo
de Kasner

Recordamos del capitulo 2 que la forma de la métrica cosmoldgica de Kasner

es:
ds? = —dt? + t*P1da” + t?P2 dy® + t*P3 d2?

Con la condicién p1 + p2 + p3 = pi + p3 + p3 = 1, que hace que sélo exista un
parametro dependiente del tiempo. Vemos que la condicidon que aparece, en el
espacio de las p; es la interseccién de un plano y una esfera, lo que produce una
circunferencia, que puede ser parametrizada de alguna forma més conveniente
que p1(p1),p2(p1),ps(p1). El circulo que produce la interseccién aparece en la
figura 5.1 en el espacio de los p;.

Es 1til escribir la métrica en la forma (3+1):

N=1, N'=0

20 0
hij = 0 t2p2 0
0 0 t%s
t—2m 0 0
W= 0 ¢t 0
0 0 t72ps

Para poder aplicar la formulacién canénica, escojemos un parametro entre los
tres que aparecen. Sin embargo, lo mas conveniente para trabajar es parametrizar
el circulo de Kasner; esto se puede hacer de varias formas, entre ellas la parametri-
zacion de Khalatnikov-Lifchitz, que es conveniente a la hora de hacer el andlogo
Kasner-Bianchi tipo I [3, 6], y una parametrizacién angular mds directa, traba-
jada por Sibjorn Hervik en un articulo reciente [13].
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5.1. Parametrizacién de Khalatnikov-Lifchitz

Una de las parametrizaciones mas conocidas es la de Khalatnikov-Lifchitz,
que tiene la forma:
—u
p1=—
Pu
u+1
Pu
u(u+1)
Pu

pu=u? +u+1

P2 =

p3 =

La evolucién de cada exponente en funcién de este pardametro estd en la figura
5. A medida que u crece, dos de las direcciones se contraen y una se expande:
ésto da cuenta de la anisotropia. Aqui u varia en el rango [0, c0). Veremos que al
escribir la métrica de Kasner de esta forma, las ecuaciones resultan ser mas bien
sencillas. Como lo que queremos es obtener el lagrangiano, calculamos primero
las componentes de la curvatura extrinseca:

Kll - —t2p1( )[(——u + —%pu) Int — m]
K22 = —t2p2( )[(p_u — p% pu) Int+ put ]
K33 = —¢2p3(u) [(U(Zu +1) . u(u;i— 1)pu) Int+ u(u + 1)]
— u U (2 u
K= =470 [(= 5+ ) Int = =]
4 _utl. u+1
Koo 22 [(pu 2 Pu) Int + o ]
K33 = —¢—2p3(w) [(u(2u +1) . U(U;" I)Pu) nt 4+ u(u + 1)}
1_ _ﬁ u . U
Ki=—( o +p%pu)1nt—|—put
9 (U utl, L utl
K; = (pu 2 pu) Int o
u(2u+1)_u(u+l), w4+ 1)

u(
Pu)Int —
DPu p%;, U) Put

A pesar de lo complejo de estas expresiones, lo que se obtiene para el escalar de
curvatura es:

K=

202
R:lngt%—i— SR
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Pero como u sélo depende del tiempo, el escalar de curvatura en tres dimensiones
es cero'. Con lo anterior, tenemos el lagrangiano:

t 02
L=— In?¢
167G (u? +u+1)2
Teniendo en cuenta que h = det[h;;] = t2. Con el lagrangiano, estamos en
capacidad de hallar 7,:
oL t W2 U
Ty = — = ——— _—
Y on 8rG P2
. 8nGpm,
— U = —
tln“t

Y ahora ya podemos encontrar el hamiltoniano:

H=m,a—L
4G

H=— 7T2 (u? +u+1)%*72
tln“t

Vemos que en ¢t = 0 hay una singularidad esencial. Ahora, para t > 0, cuanti-

zamos segun mw, — —ia%, y llegamos a2:

Hyplu] =0
1 8?
mwwu] =0 (5.1)

Para la funcién de onda del universo. Vemos que en ¢ = 0 hay una singularidad
esencial que es mas bien problematica. Mas adelante volveremos a hablar sobre
este asunto. La solucién a (5.1) para t > 0 es:

Y(u) = Au+ B

Ahora veremos lo que pasa cuando se trabaja con la

5.2. Parametrizacién angular (Hervik)

La forma mas léogica de parametrizar un circulo, es angularmente. Una
parametrizaciéon cémoda fue desarrollada por Sibjorn Hervik para hacer un es-
tudio del modelo de minisuperespacio de Bianchi tipo I [13]. La parametrizacién
va asi:

1
pL = §(1+2cosy)

1
p2 = 5(1+2cos(y — 3m))

LSi esto no ocurre, es porque el modelo de Kasner es inhomogéneo.
24 es una funcién Real del tiempo, por lo que py no se anula.
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(1+2cos(y + 2m))

Wl =

p3s =

Con v variando en el intervalo [0,27); vemos que este intervalo es isomorfo
al intervalo en el cual varia u de la parametrizaciéon Khalatnikov-Lifchitz, por
lo cual es posible demostrar que las dos parametrizaciones son equivalentes.
Vemos en la figura 5.3 que cuando uno de estos p; es méaximo, los otros son
cero, indicando el mismo comportamiento de la parametrizaciéon de Khalatnikov-
Lifchitz, con la diferencia que este modelo puede ser periédico, y el universo
primordial pudo haber estado en un proceso de contraccién y expansién en
todas sus direcciones, hasta que dominé la expansién global [3].

Ahora, calculamos las componentes de la curvatura extrinseca?:

Kllz_t2pl(p11nt+]%) Kllz—t72p1(p.1hlt+%)

Kap = —1?"2(pp Int + %) K22 = 722 (pj, Int + %)
K33 = —t*"(p3Int + %) K% = 723 (3 Int + %)
Ki =—(p1Int + Z%)
K3 = —(p2Int + %)
K?:j =—(psInt + %)
Vemos que:

. . . 1 1
Tr(K)=—[(p1 + P2 +p3)Int + E] =—7

Gracias a las condiciones sobre los p;. Y, en general:
i . . . 2Int ) ) . 1
Ki ;K" = In® t(p1? + pa® + ps®) + T(p1p1 + pap2 + paps) + )

Pero como:

d . . .
E(p? + P2 4 p2) = 2p1p1 + 2paps + 2paps =0

Tenemos: N
R = KK — K* + "R = n*t(si* + p2” + pis?)

Esta es la expresién mas general que podemos obtener para cualquier parametrizacion.
Ahora, lo que obtendremos en el caso particular (angular), es:

1
R= §1n2t"y2

3En este caso seremos més generales, por razones de espacio y para ver que el procedimiento
se puede tomar estandarizado para cualquier parametrizacion.
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Con lo cual el lagrangiano es:

ot I’
167G 3 |

Podemos calcular el momento conjugado a la variable angular :

t ln2t,
87G 3 |

777:

Sustituimos en la férmula para el hamiltoniano, y llegamos a:

24rG , 120G
=72, 2.y
tln“t tln“t
127G
2™
tln“¢
Cuantizamos y vemos que la ecuacion de Wheeler DeWitt para la parametrizacién
angular de la métrica de Kasner es:

82

5l =0 (52)
Siempre y cuando se cumpla la condiciéon ¢ > 0. Vemos que pasa lo mismo
que en la parametrizacién KL*, mostrando que ambas parametrizaciones son
equivalentes. Ademas que tienen la misma solucién y el mismo comportamiento,
por lo que el analisis que se harad a continuacién vale para cualquiera de las dos
parametrizaciones.

5.3. Analisis de la funcién de onda

La solucién de la ecuacién de Wheeler DeWitt para ambas parametrizaciones
es:
7/)KL = Au + B

1bang = C’Y +D

La funcién de onda de Khalatnikov Lifchitz favorece un universo primordial con
alta anisotropia, pues es proporcional a u, y el efecto de aumentar u como vemos
en la figura 2 es tener una contraccién de dos ejes y una dilatacién del otro®. En
cambio con la parametrizacién angular no tenemos informacién respecto a que
universo obtendremos, pues el hecho que « crezca no dice nada sobre la métrica,
que es periddica en 7. Si reducimos el rango de y para no tener un universo
que pasa por ciclos de expansién y contracciéon en una direccion, llegamos a que
se favorece un universo con un eje totalmente expandido y los otros dos ejes
contraidos hasta su estado natural, es decir a g2 = g33 = 1. Ademds podemos

4Khalatnikov-Lifchitz
5Es evidente que esta solucién no es de cuadrado integrable.
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encontrar que gracias al rango reducido, la funcién de onda que resulta de la
parametrizaciéon angular es de cuadrado integrable. Sin embargo, gracias a la
probabilidad que es cuadratica en el pardmetro, no podemos precedir cual seria
el estado inicial de anisotropia del universo, pues la probabilidad no define ab-
solutamente el sistema.

Lamentablemente la ecuacion de Wheeler DeWitt para ambas parametriza-
ciones, nos dice que no ganamos nada con la descomposiciéon de Dirac, ya que la
densidad conservada que obtendriamos seria un nimero aleatorio, sin contenido
fisico. Si se colocara la constante cosmolégica para obtener una buena ecuacién
de conservacion, como en el caso de Friedmann Robertson Walker, tendriamos
los problemas que hemos evitado al tomar la validez de la ecuaciones en Kasner
a partir de ¢t > 0, pues apareceria un término explicito del tiempo, que es in-
admisible en la teoria. Con esto podemos concluir que el modelo de Kasner no
se puede tratar en el régimen de Cosmologia cuantica, sino como una aproxi-
macién del modelo de Bianchi tipo I por fuera del tiempo de Planck. Ademés la
evolucién estaria mal descrita, pues no permite un término de energia del vacio
para explicar el mecanismo de inflacién. Es por esto que el modelo de Bianchi
tipo I es mas adecuado que el modelo de Kasner para tratar el problema de la
anisotropia en el universo primordial.

La densidad de probabilidad, fijando las constantes B, D a cero por no tener
mucha relevancia en el analisis general, se calcula que es:

p=|APu?

y de forma similar para 7. En el caso KL, ésta probabilidad favorece un universo
con maxima anisotropia en un eje, y ninguna en los otros dos. En el caso angular
p favorece la misma situacién, pero como vemos en la figuras 5.3, la distribucién
de los pardmetros produce un universo que tiene maés posibilidades de tener
anisotropia en los tres ejes, ya que esta situacion se repite tres veces en el dominio
de 7, mientras que en el caso KL ésto solo ocurre una vez (Figura 5.2). La
relacién de probabilidad (anisot. en 3 ejes)/(anisot. en 1 eje) en el caso angular
es aproximadamente 3/4, mientras que en el caso KL es cero. Evidentemente un
universo tipo Angular tiene més probabilidad de tener distintas distribuciones
axiales de anisotropias que uno tipo KL.
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Capitulo 6

Cuantizacion en los
modelos de Bianchi I y 11

La idea de este trabajo surgié de un trabajo previo de Yamazaki, en el cual se

cuantiza canénicamente elespacio tiempo generado por los modelos cosmolégicos
de Bianchi, y luego se descompone la ecuaciéon de Wheeler DeWitt resultante
segun el formalismo DSR. En ese trabajo [25] se hall6 la ecuacién de continuidad
asociada a la funcién de onda que aparece, pero no se hace un andlisis riguroso de
la densidad de probabilidad, y los célculos necesarios para llegar a las ecuaciones
no aparecen reproducidos. En este trabajo dichos calculos si se mostrar’an, y se
analizaran las densidades obtenidas para cada modelo.
Como lo que se obtiene para tipos distintos de los dos primeros complica mucho
las cosas, sélo se mostrardn aqui los cdlculos y los resultados de los dos primeros;
en particular ilustran satisfactoriamente el comportamiento de anisotropias en
el universo.

6.1. Bianchi Tipo I

Expresemos la métrica para el modelo cosmolégico de Bianchi tipo I segin
la distribucién de 1-formas en el capitulo 2:
ds? = —N2dt2? + 28+ +V30-) o1 g1
+ 2B =VB0-) 442402 4 2(0=28-) gy g3 (6.1)

Siendo el modelo mas sencillo, vemos que esta métrica no es facil de manejar,
gracias a la distribucién de los pardmetros dentro de g,,. Ahora, como en los
capitulos anteriores, debemos encontrar el escalar de curvatura, el lagrangiano,
etc. para poder llegar a los resultados que queremos.

R=K;K7 - K?+ *R
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Calculamos las componentes de la curvatura extrinseca, y obtenemos:

K = (2 + By + V3R )20 00))

2N
-1, . . g
Koy = W@(a + B4 — V38 )e2atB )
-1 . . o
Kyg = 5 (2(c — 284 )e**7200))

2N

Con h = €% podemos calcular las siguientes cantidades, que nos llevan al escalar
de curvatura:

. 1 . )
KKV = < (36% + 607 +652)

52

2 o Q
Por lo cual el lagrangiano queda escrito de la forma:
_ 6 1 s o e a2 N 3a3
L= "Nima® U4 T " e

Como «, B4+ y f— no dependen de la posicién, tenemos que cada hipersuperficie
de tiempo constante es un espacio plano, por lo cual el escalar de curvatura en
tres dimensiones se anula. Ahora podemos calcular los momentos conjugados a
cada variable candnica:

oL 12 eBO‘d

Ta = 77 = T+ ~
O 167G N
12 e36+ .

T+ T T 960G N
12 36— .

[ T I e

De estas expresiones despejamos las derivadas temporales de las variables candnicas
y obtenemos la siguiente expresién para el lagrangiano:

L= —§7TGN€73O‘ (—m2 + W§+ + wg_)
Y podemos encontrar el hamiltoniano:
H= Wad+ﬁﬁ+ﬁ+ +75 B — L
2 —3a 2 2 2
H= —§7TGN€ (72 + g, + Wﬁi)
Vemos que se puede escribir como H = N'Hy, asi como en la deduccién de

la ecuacién general de Wheeler DeWitt. Gracias a esto podemos llegar a la
restricciéon Hy = 0, que la hacemos actuar sobre una funcién de onda en el
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régimen cuantico. Para hacer esto, cuantizamos canénicamente segtin el método
de conmutadores de Dirac:

[ﬁa‘7ﬂ-b] = Z.(S(I.b a7b == +a -

[ﬁavﬂ-a]zo CL:+,—
[, o] =1

Estas relaciones pueden ser satisfechas si escogemos:

T, ——i3 U ——ii U —ii
*T oa T Topr P T TopC
Y llegamos entonces a:
0? 0? 0?
(_— + a5 T —)w[avﬂJr?ﬁJr] =0 (62)

002 " 02 T o2

Esta es la ecuacién de Wheeler DeWitt para el modelo de Bianchi tipo I. Vemos
que tenemos una ecuacion como de particula libre, gracias a que el espacio
generado por esta métrica, si bien es anisotrépico, es plano, y la evolucién de
este modelo serd similar a la evolucién del modelo de Kasner, segin se vio en el
capitulo 2.

6.1.1. Descomposicién de Dirac

Ahora vamos a hacer la descomposicion, obteniendo un hamiltoniano Hp,
con el cual se debe volver a obtener la ecuacién (6.2). Si escribimos el hamilto-
niano factorizado de la forma [25]:

Hp = o + 0175, + 02mg_

Aqui o; son matrices 2x2. Al exigirle a este hamiltoniano que produzca el hamil-
toniano de Wheeler DeWitt al ser elevado al cuadrado, obtenemos:

{0 1 (0 —i
1=\1 o 2=\ 0
Con estas matrices cuantizamos y llegamos a la ecuacién de Dirac Wheeler
DeWitt:

[T + 017p, + 0ofp_|la, By, -] =0 (6.3)

Con 1 una funcién de onda espinorial de dos componentes. La solucién a la
ecuacién anterior se halla por medio de un Ansatz de onda plana:

b= i(ks Btk f—wa) (¢1> (6.4)

(G2
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Donde w, k4 son constantes reales que estan dadas cuando sustituimos en (6.3).
1; son constantes de movimiento que se definen cuando fijamos condiciones de
frontera.

ky —ik_ ky + ik
= ———y thy = ———
w w
Lo cual nos dice que |1)1| = |t)2|; ademds obtenemos una relacién de dispersién:

w=2/k? + k2

Como estos parametros no han sido discretizados en la cuantizacion, podemos
decir que varian continuamente. Entonces la solucién queda de la forma:

el

3 —w «@ 1
= |18 =B~ ) >( ,5> (6.5)

Con § una fase real arbitraria.

Antes de proceder al andlisis de esta solucién, haremos un paréntesis para
hablar de la ecuacién de continuidad y la definiciéon de las densidades y las
corrientes de probabilidad.

6.1.2. Cuestiones de continuidad

Recordamos la ecuacién (6.3) y la escribimos en términos de los operadores
7 ya cuantizados, esto es:

—ia—w— 101 8¢ —i 09— aw
EER 0B

da
Se entiende que, por conveniencia, 1) = 9 de la seccién anterior (sélo en no-
tacién). Ahora, si tomamos (6.6) y premultiplicamos por el adjunto del espinor
YT, tenemos:

=0 (6.6)

61# ) 61# 61#
—ipT 22 _ito—— — iwte -0 6.7
Ahora, tomando la adjunta de (6.6), obtenemosz
aw oyt aul
T am e =
Y multiplicamos por % al lado derecho:
at oyt
1/)+ a5, 11/)+2667021/)—0 (6.8)

Si restamos (6.7) de (6.8), llegamos a:

oy n Nty i Tt

da 9B o5
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Esta ecuacién tiene mucha cara de ser una ecuacién de continuidad, sélo falta
ponerle nombres a las cantidades que aparecen:

p=yl gy =vyloy il =ylowy

Que son la densidad de probabilidad y las corrientes anisotrépicas de proba-
bilidad. Anisotrépicas porque aparecen gracias a (4, e indican cémo cambia la
probabilidad segun las anisotropias de la métrica. Ahora si podemos escribir la
ecuacién de continuidad:

dp  0j+  0j_

L W s e iy 6.9

Ooa 0084 0p- (6.9)
Por la forma de la expresién de la densidad, vemos que estd definida positiva,
tal como esperabamos segin el procedimiento DSR.

6.1.3. Analisis de la funcion de onda y las densidades

Con la solucién (6.5) podemos calcular la forma de las densidades obtenidas
en la seccién anterior, reemplazando la funcién de onda en:

p =1+ [

J+ =Yt + Y1 J— = ihyhr — s
Es decir, tenemos que en este caso ni la densidad de probabilidad ni las cor-

rientes anisotrépicas dependen de los pardmetros «, G4, sino que se mantienen
constantes a partir de las condiciones iniciales (Big Bang):

p =2 |?
i = 2J¢1[* cos §
j_ =2/ *sind

En la figura 5.1 se graficaron estas cantidades en funcién de la condicién inicial
6. Ya que hemos hallado la densidad de probabilidad, podemos comprobar si
la funcién de onda es de cuadrado integrable, es decir, si la probabilidad se
conserva durante la evolucién de « (expansién). Lo que hacemos es integrar
sobre [4:

P= [ apdspiapip) =2 [ doas

Vemos que esta integral no converge y por lo tanto en este modelo no se conserva
la probabilidad. El cédlculo que se hizo para la ecuacién de continuidad se puede
generalizar para todos los modelos Bianchi clase A, escogiendo adecuadamente
la densidad y las corrientes de probabilidad. Yamazaki [25] cita puntualmente
el problema de la positividad de la densidad de probabilidad que aparece en
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la ecuaciéon de Wheeler DeWitt para Bianchi, sin aplicar el método DSR, al
plantear la densidad de probabilidad como de Klein Gordon, con ¢t — a:

o _ W*)
Oa Ja

Se ha reportado que esta densidad de probabilidad es negativa para algunos
valores de o. Como veremos en la siguiente seccién, y en general las densidades
que se obtienen por el método DSR, siempre son positivas, porque el modelo se
construye con este fin.

if .
PKG ~ Pa§(7/)

6.2. Bianchi tipo II

La métrica de Bianchi tipo II est4 dada por la siguiente expresién':

ds® = —N2d¢> + e2(a+P++V36-) (dxldxl —223dat da® + (a:?’)Qda:Qda:Q)
4 e2(atB1V38-) 10242 1 o2@=284) g3 03 (6.10)

Vemos que esta métrica es bien extrafia, ya que aparece la coordenada z3 ex-
plicitamente, avisandonos que cada hoja de espacio descrita por esta métrica no
es plana. Ahora expresemos matricialmente la 3-métrica generada:

e2(at+Bi+v35-) _e2(atBi+V36-) 43 0
hij =: | —e2(atB++v38-),3 62(a+ﬁ+)(ef\/§ﬁf +eV38- (23)?) 0
0 O 62(("_26+)

Con h = €% el determinante de h;j. Por conveniencia, usaremos la siguiente

notacion:

2(a+5++\/§ﬂ—); 2(a+8+—V3p6-)

71 =€ Y2 =€

o e2(a—=204)
Y podemos escribir:
B T @%)? 2Pyt 0
h" =: x5t vyt 0
0 0 !

Con lo anterior, calculamos K:

K11 = —%(O& =+ 64_ + \/gﬁ_)'}/l

Koy = —%[(o’z + B = VBB + () (& + By + V3B )]

3
~ (

Ko = Ko = N a4+ By +V38-)m

LGracias a la distribucién de 1-formas dada en el capitulo 2
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1. .
K33 = —N(Oé —2084)73
Con esto encontramos:

y 1. . o . . . 9 .
KK = K? = 5 [(6+ 51 +V36-)*+(a+ 81 = V35-)? + (6 —254)%) - 1767
Ahora podemos hallar el escalar de curvatura y por lo tanto el lagrangiano [25]:

6 1
N 167G ¢

A partir del cual obtenemos el hamiltoniano:

L N
3o <2 | A2 2y 303
(a7 + 00 - pge R

H=noc+75, B4 + 75 - — L
H=—72+ 77%+ + w%7 —e®3R/6
Al aplicar la restriccién H = 0, llegamos a la ecuacién de Wheeler DeWitt2:
(=72 + 75, +75 — e °R/6)Y =0 (6.11)
Y mas explicitamente, calculando el escalar de curvatura en 3 dimensiones:

3R = _26—2a+46++4\/§[3_
1 {07
(-2 + a3, +73 + ge4 HAGHVEE- )y — (6.12)

6.2.1. Descomposicion de Dirac

El hamiltoniano de Dirac Wheeler DeWitt, queda de la forma [25]:

1
Hp = 7o + 0178, + o2mg_ + U3ﬁe2a+26++2‘/§ﬁ’

Asi como se ha hecho antes, podemos encontrar estas matrices con la relacién
H2 = H. Al hacer esto, llegamo a que 01,2 son las mismas que encontramos en
la seccién anterior, y en anadidura:

/10
7%= \o -1

Vemos que las matrices o son las matrices de Pauli, tan conocidas en mecanica
cuantica. Las hallamos aqui gracias a que los modelos de Bianchi se obtienen a
partir de consideraciones de simetria sobre el E-T. Con lo anterior escribimos
la ecuacion DWD para el modelo de Bianchi tipo II:

0 0 0 1

e 2 i, 0, 20201 +2V30—y, — (6.13)

9. V3

2Vale la pena recordar que en este punto () — —iai(), es decir los momentos actiian como

operadores.



CAPITULO 6. CUANTIZACION PARA BIANCHI 63

Teniendo en cuenta que la funcién de onda se descompone de forma espinorial

en dos componentes <$1>, escribimos la ecuacién (6.13) en componentes:
2
-8¢1 1 204201 +2/38 .8¢2 81/)2
_ 2 - L4+ =2 =0 6.14
"Ba \/ge “/’“”am“Laﬂ, (6.14a)
1
Q02 00 00 1 arapiiavisy, g (6.14b)

da 0By OB V3B

Escojemos un Ansatz de la siguiente forma [25]:

P = e~ epl2(atfiHVER) (¢1>

V2
Con 1; constantes dadas por las condiciones iniciales. Al sustituir el Ansatz
en (6.14), llegamos a la restriccién ¥; = —1p9. Como vemos de (6.13), en el

limite o — oo, regresamos a (6.3) es decir, a Bianchi tipo I. Esto es porque este
limite es equivalente a R (factor de escala en RW) tendiendo a cero, esto es, a la
singularidad inicial. La evolucion a partir de esta singularidad se modela como
la evolucion de un espacio plano, dependiendo de los parametros, en este caso
los de anisotropia. Por esto, en ese limite la soluciéon también tiene que tender
a la solucién para el modelo de Bianchi tipo I; esto lo podemos plasmar de la
siguiente forma:

B = ik B -5 —wa) o~ expl2(a s +V30) <1/’1) (6.15)
2

Al sustituir esta solucién en las ecuaciones (6.14), llegamos a las siguientes
condiciones sobre ki, w:

—w  ky—ik_\ [
k‘+ + ik_ —W —¢1

kt = —w; k- =0 (6.16)

Reescribiendo la solucién, tenemos:

Que hacen que:

= emiwlatBi) o= b expl2(actB+vS) ( W1 )

—t

Ahora podemos pasar al estudio de las densidades de probabilidad.

6.2.2. Analisis de las densidades de probabilidad

La tnica diferencia entre el procedimiento que tenemos que llevar aqui para
encontrar una ecuacion de continuidad y el procedimiento de la seccién 6.1.2 es
un término 03%62a+25++2\/§5_. Si tomamos:

03ie20¢+23++2\/§ﬁf¢ (6.17)

V3
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Y premultiplicamos por v, obtenemos:

1
tory —— 2028+ +2V35- 6.18
(] 375 (0 (6.18)

Esto es lo mismo que lo que hallamos si tomamos la adjunta de (6.17):

wT03ie20¢+23++2\/557 (6.19)

V3

Y multiplicamos por ¢ al lado derecho. Esto fue lo que se hizo con los otros
términos para hallar la ecuacién de continuidad y dado que al restar, el término
de o3 se anula, la ecuacién de continuidad para el modelo de Bianchi tipo II es
la misma ecuacién (6.9):

La densidad de probabilidad 171 se calcula:

p = [ihy [Pem 5 xXPRaFA VIR (6.20)
Vemos que en el limite & — oo la densidad se vuelve |11|?, como en Bianchi I.
Ademés vemos que esta densidad siempre toma valores finitos; cuando G4+ — oo,
p =0y cuando B+ — —o0, p — |11]?. Es evidente que la densidad toma siempre
valores positivos y que esta acotada, pero la integral de probabilidad de p no
converge gracias a que sélo en un cuadrante la funcién densidad tiende a cero
en el infinito. Esto nos dice, como en el caso anterior que si bien la probabilidad
se conserva, no se puede calcular a menos que se aplique algun método de
normalizaciéon. En la figura 5.2 vemos una grafica de la densidad en funcién
de 0+ con « constante, en donde se ve que en el cuadrante I la funcién es
de cuadrado integrable, pero hacia —oo la funcién toma el valor constante 1.
Actualmente no hemos llegado a un método para regularizar esta funcién, o
para explicar la necesidad de tener funciones 2-integrables.
Si calculamos las corrientes de probabilidad, obtenemos:

J+=-p J-=0

Se mantiene la ecuaciéon de probabilidad y ademdas vemos que la corriente sélo
fluye en sentido (4, segun se ve en la condicién (6.16).
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Capitulo 7

Discusion Final

Algunos problemas fundamentales que se presentan en la ecuacién de Wheel-
er DeWitt, que debemos mencionar para dar completez son los siguientes: El
ordenamiento de los operadores a la hora de cuantizar, es arbitrario y en par-
ticular el que se usa en la ecuacion general de Wheeler DeWitt no es necesaria-
mente el correcto. Una alternativa en el caso general, es tomar la métrica G
del superespacio, y construir una laplaciano invariante, del tipo mjwij de mo-
do que independientemente de las coordenadas tengamos la misma ecuacion.
Lamentablemente en minisuperespacios no podemos hacer lo mismo por la falta
de una meétrica global.

Otro problema que se presenta es que la ecuacién tiene operadores funcionales
evaluados en el mismo punto de la hipersuperficie ¥, que pueden producir sin-
gularidades tipo 6(0) dentro de la integral de camino, en la cual se suma sobre
todas las posibilidades. A pesar de ser un problema fundamental, no se trans-
mite en el modelo de minisuperespacio en el cual los grados de libertad son
finitos [2].

El principal problema es el del tiempo. No podemos definir explicitamente el
tiempo dentro de la teoria sin romper las definiciones que se usan para la de-
scomposicién (3+1), ya que la 3-métrica no puede depender explicitamente del
tiempo. Esto lo vimos en el capitulo 5 en donde la cuantizacién en el modelo
de Kasner, cuya métrica tiene el tiempo explicito, es dificil de llevar, y a menos
que sea en un modelo simple no puede haber cuantizacién. Esto se debe a que
si la variedad es globalmente hiperbdlica tiene que permitir una descomposicion
3+1; si alteramos un poco la estructura de la variedad (como con la constante
cosmoldgica) la descomposicién ya no se puede hacer.

En el modelo de Friedmann Robertson Walker, que es el que mejor resultados
da, el tiempo no aparece explicitamente, porque el modelo esta bien construido;
entonces jcémo habla uno de evolucién temporal del modelo, si no podemos usar
el tiempo? y mds importante aun, jcomo es que el tiempo si existe, en aparente
contradiccién con este formalismo? Primero revisemos la forma general de la
métrica ADM. La forma de construir el tiempo propio es relacioniandolo con el
tiempo cosmoldgico por medio de la funcién lapso. Entonces, en principio no
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podemos medir el tiempo cosmoldgico porque siempre que pretendamos encon-
trar una funcién lapso, podremos reescalar el tiempo propio, de modo que el
paso del tiempo cosmolédgico siempre estara escondido de cualquier observador
sobre la variedad. Esto nos lleva a una condicién intuitiva (pero muy poderosa)
sobre la teoria: es necesario que el tiempo cosmoldgico esté escondido de todos
los observadores, para que los parametros cosmolégicos determinen la evolucion
del universo dentro de si mismo, sin tener nada que ver con el resto de Universos
dentro del superespacio.

En [15] hay una propuesta para incluir el tiempo dentro de la teoria como
parametro de evolucién, pero el tiempo no es el cosmolédgico, sino que es reem-
plazado por uno de los pardmetros (factor de escala, anisotropia) y hace que la
ecuaciéon de Wheeler DeWitt parezca una ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo, tomando la raiz cuadrada de la ecuacién y forzando la evolucién
sin tener en cuenta el formalismo DSR. Otra forma aun menos adecuada para
tener en cuenta el tiempo fue propuesta por Mongan [29]: toma el potencial
que aparece en la ecuacion de Friedmann Robertson Walker antes de cuantizar,
v lo reemplaza dentro de la ecuacién de Schrainger. Evidentemente esa no es
una forma adecuada para tratar el problema, y los resutados que obtiene son
inconsecuentes con la interpretacion fisica.

Sin embargo, es menos forzado y méas adecuado tratar el problema desde la de-
scomposicién de Dirac, ya que las derivadas que aparecen son lineales en cada
pardmetro, haciendo que la ecuacién de Dirac Wheeler DeWitt se parezca a la
ecuacién de Dirac en Teoria Cuantica de Campos. Es por esto que tenemos que
en Cosmologia Cudntica Candnica el rol del tiempo lo juega cada pardmetro
cosmologico, siempre y cuando la evolucién no sea forzada; en nuestro universo
actual serfa el factor de escala el que representa el tiempo?.

Claro que ésta no es la tnica propuesta dentro de la cosmologia para la defini-
ci6én del tiempo, pues Hawking [10, 18] propuso que como la entropia aumenta
con el tiempo, lo contrario también pasa: el signo del cambio de la entropia in-
dica la direccién del tiempo. Ademads encuentra que la entropia aumenta con la
evolucién del factor de escala, y en concordancia con la condicién de frontera que
impone sobre la funcién de onda del universo que no elimina las soluciones de
onda entrante, el universo llegaria a una etapa de méaxima expansién y cuando el
factor de escala comienza a reducirse, el cambio en la entropia cambia de signo
y la flecha del tiempo apunta para atras. Entonces, por mas descabellado que
suene, los hoyos negros se convertirian en estrellas, la radiacién se aglomeraria
dentro de implosiones de supernovas, y los muertos se levantan de sus tumbas
y los vivos desaparecen dentro del vientre materno.

Lo que si ocurre es que dependiendo de la funcién de onda (y por lo tanto de la
condicién de frontera), el paso del tiempo se mide de forma diferente, al menos
después de llegar al momento de méxima expansidn; que nunca seriamos capaces
de detectar previamente, al desconocer si la solucién inicial permite ondas en-
trantes o es como la de Vilenkin que sélo permite universos en eterna expansion.

IDe hecho en el modelo RW, la solucién més bésica es R = it. Es como las rotaciones que
se hacen en QFT, y no se altera el sentido del tiempo, pues en particular, v/h no varfa.
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La propuesta de Hawking estd de acuerdo con el sentido cudntico de la teoria,
ya que en caso que nuestro universo fuera uno periédico, en el cual hay ciclos de
contraccién e inflacién, no seriamos capaces de distinguir en cudl ciclo estamos,
porque en teoria cudntica somos incapaces de distinguir un estado de otro idénti-
co, entonces puede que no sea la primera vez que estamos aqui preguntandonos
estas cosas, y no seria relevante preguntar en qué ciclo vamos.

En necesario decir otra cosa sobre la funcién de onda sobre su interpretacion:
ya que no aparece el tiempo explicitamente, el tratamiento de la ecuacién de
Wheeler DeWitt es andlogo a la Mecanica Cuantica estacionaria, ya que el uni-
verso primordial escoge un estado dado por la funcién de onda y esa funcién no
cambia durante la evolucion, ya que es ésta la que dicta esa evolucion. Entonces
después del Big-Bang cada onda se congela, y su funcién asociada contiene la
historia completa del universo hasta su final.

Independientemente de la condicién de frontera que se escoja, ya no podemos
tener un Big Crunch en el sentido de revertir el Big Bang, ya que después de ese
rompimiento cada universo queda causalmente desconectado de cualquier otro:
lo mas apretado que puede volver a estar es si vuelve al punto inicial dentro
de si mismo, si eso es lo que predice la funciéon de onda. Como en el modelo
de Senovilla, en el cual el universo llega a un punto de maxima aglomeracién
y después se va a un estado de planitud; en caso que vuelva al estado inicial
dependiendo de la condicién de frontera, siempre volverd al estado de planitud,
no al superespacio. Planteamos entonces un BIG-BANG antes del Big-Bang que
es requerido por el modelo inflacionario, en el cual todos los grados de libertad
de superespacio se desacoplan, y cada universo definido por su probabilidad
cuéntica, evoluciona de distinta forma (Figura I). Este BIG-BANG es el que no
se puede volver a dar.

En el modelo de Robertson Walker vimos que las ecuaciones predicen dos
tipos bésicos de universo: uno en expansion infinita y uno que colapsa poco
después de ser creado. Esto nos da una imagen de la restriccion de este modelo,
que como hemos dicho en el capitulo 2, o predice un universo lleno de desérdenes
topoldgicos que hacen colapsar el universo, o que se expande hacia el infinito sin
dar tiempo a la formacién de estructuras. La poca validez de este modelo con-
trasta con los resultados que obtuvimos para el modelo de Friedmann Robertson
Walker, de donde hallamos la oportunidad para aplicar las condiciones de fron-
tera de Vilenkin, Linde y Hartle Hawking, ya que el modelo FRW produce un
universo mas acorde con la realidad que el s6lo modelo RW. Otra cosa que es
bastante conveniente es que la funcién de onda es de cuadrado integrable, lo cual
nos dice que la probabilidad se conserva globalmente; esto es muy importante
para garantizar que toda la informacién del universo estd contenida dentro de
la funcién de onda.

Esta condicién salta el problema de no poder encontrar una ley de conservacion
dentro del formalismo DSR: la conservacién estd implicita dentro del modelo.
Como el modelo més adecuado para explicar el universo actual es el inflacionario
[19], los resultados que se obtengan (si la complejidad de las ecuaciones lo per-
mite), serdn méds cercanos a la realidad de nuestro universo. Mallett [27] propuso
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una forma de hacer la factorizacién de Dirac para el modelo inflacionario?, pero
su forma bésica es diferente a la que se ha aplicado a lo largo de este trabajo,
ademds no obtiene resultados concretos, sino que estdn en forma de ecuaciones
autocontenidas, de las cuales no se puede sacar mucha informacién fisica. Sin
embargo, con el modelo inflacionario tenemos la oportunidad de obtener una ley
de conservacién bien definida, que hable del balance entre las cantidades que
dependen de R y ¢, el campo escalar.

En los modelos de Bianchi, a pesar de no obtener conservacién Global de

probabilidad, si tenemos una ley de conservaciéon que nos da informacién acerca
del flujo de las anisotropias, al menos en el modelo de Bianchi tipo II. Gracias a
que la foliacién que se hace en los modelos de Bianchi estd bien construida, no
tenemos problemas por las anisotropias, antes bien las ecuaciones de movimiento
son bastante simétricas y consistentes con la naturaleza del modelo. Adem4s los
modelos de Bianchi admiten expansion del universo, aparte de las anisotropias,
lo que hace que sea posible tener en cuenta la constante cosmolégica y el mod-
elo inflacionario. Sin embargo, a pesar de que armar un modelo estandar del
universo con una métrica de Bianchi suena muy bien, lo mas probable es que
las ecuaciones sean tan complicadas que su solucion sea casi inalcanzable.
Los modelos de Bianchi, gracias a su construccion sui generis describen muchas
métricas, en particular la de Kasner, que no es muy manejable dentro de la
Cosmologia Cudntica, pero que su generalizacion en el modelo de Bianchi tipo I
si es bien comportada. El catalogo de Bianchi contiene muchas formas de métri-
cas, algunas incluso no cosmoldgicas, de tal forma que los resultados se puedan
generalizar a muchos modelos.

El problema con la métrica de Senovilla es con la inhomogeneidad del modelo.
Gracias a ésto, aperecen términos no deseados que dependen de los pardmetros
cosmoldgicos, y que alteran la estructura de la factorizacién. Como demostramos
en el capitulo 4, el hamiltoniano factorizado que aparece no es hermitico, lo cual
es requerido para cualquier teoria cuantica. Es posible ser mas estrictos con la
hermiticidad, si definimos un producto interno con la integral de camino, y la
hermiticidad requiere que el hamiltoniano anule la funcién de onda y su con-
jugada, dentro del producto interno. La condicién de hermiticidad asegura que
ciertos términos de superficie se desvanezcan en la frontera, evitindonos proble-
mas de renormalizacién. Entonces si el hamiltoniano de Dirac Wheeler DeWitt
no es hermitico, no podemos esperar obtener resultados adecuados a la realidad
del modelo. Sin embargo, como hemos visto en los casos anteriores, la informa-
cién que da la ecuacién de Wheeler DeWitt acerca de la funciéon de onda apunta
un poco en la misma direccién que la de Dirac Wheeler DeWitt, por lo cual la
solucién de la primera ha de dar cierta informacién sobre el comportamiento del
universo de Senovilla.

2De hecho Mallett es uno de los pocos que han aplicado la Descomposicién de Dirac en la,
ecuacién de Wheeler DeWitt.
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Hemos visto que cada modelo tiene problemas segin su naturaleza; pero a
fin de cuentas la teoria de Wheeler DeWitt prueba no ser tan débil como parece
a primera vista, ya que su capacidad predictiva no estd en contra de la cos-
mologia estandar, antes bien complementa y respalda los argumentos de validez
que existen para cada modelo, en particular el inflacionario. Y la descomposicion
de Dirac, cuando se hace cuidadosamente es valida; ademés completa y repara
algunos de los problemas mas sencillos de interpretacion fisica de la ecuacion
WD, como pudimos ver en el caso de la cosmologia de Friedmann Robertson
Walker, y en los modelos de Bianchi, en donde se obtienen resultados satis-
factorios (aunque incompletos, por ahora). Ademds esta teorfa cuenta con el
argumento de legitimidad, pues esta forma de cuantizar la gravedad no ignora
su caracter geométrico, como si hacen otras teorias, como la de cuerdas; por lo
anterior esperamos que debe haber alguna forma de erradicar los problemas de
formulacién que tiene la cuantizacién canénica de la gravedad.

Conclusiones

Finalmente, puntualizaremos las conclusiones mas importantes obtenidas a
lo largo de este trabajo, para complementar el andlisis del problema del tiempo
y los resultados especificos para cada modelo cosmolégico.

= Es posible usar la condicién de integrabilidad como condicién fisica sobre
la funcién de onda global.

= Se halla una ley de conservacién asociada al formalismo DSR para cada
modelo, siempre y cuando esté bien formulado.

= Siempre es posible definir una densidad de probabilidad positiva, y se le
puede asociar una ley de conservacion si se formula adecuadamente. Otra
cosa es que se pueda calcular.

= Las condiciones de frontera de Vilenkin, Hartle-Hawking y Linde tienen
cabida dentro de las soluciones obtenidas segin el método DSR, probando
que éste no altera lo interpretativo.

= El modelo que mejores resultados predice es el FRW, siendo un modelo
ampliamente aceptado como modelo cosmolégico para el Universo actual.
(Inflacién, Bianchi+A)

= La cuantizacion geométrica de la gravedad es dificil por razones técnicas
y de formulacién, pero vemos que con un tratamiento adecuado es posible
solventar algunos inconvenientes, teniendo en cuenta que no se ignora el
caracter geométrico de la gravedad.

= El formalismo WD no estd en desacuerdo con el mecanismo de inflacion,
que es el modelo que mejor predice el Universo primario.



CAPITULO 7. DISCUSION FINAL 71

= Formulado correctamente (Bianchi I), las anisotropias en el universo pri-
mario se pueden modelar en el contexto WD, y se puede dinamizar el
modelo con la constante cosmolégica, sin entrar en contradicciones con el
método.

s El modelo de Senovilla (que en particular es inhomogéneo) no permite
hacer la descomposicion, lo cual puede implicar la restriccién a modelos
homogéneos, o a la eliminacién de la condicién de Hermiticidad por las
consideraciones de los espacios de Hilbert utilizados.

Finalmente, quedan abiertas las posibilidades de tener en cuenta el modelo
inflacionario dentro del modelo FRW, para hacer la descomposicién de Dirac
desde lo estudiado aqui; también queda la inclusién de la constante cosmolégica
dentro del modelo de Bianchi tipo I, para ver si es posible obtener expansién en
un modelo anisotrépico en el régimen de Cosmologia Cuantica.

Espero haber llevado a cabo este trabajo al punto de ser un aporte para
futuras investigaciones sobre el tema, y espero también haber encontrado un

pequeno rayo de la Luz Verdadera, aunque creo que eso es pedir demasiado.

Stat Cruz dum volvitur Orbis.



Apéndice A
Cuestiones Topoldgicas

En el capitulo 1 se explicé lo que es una foliacién, al sentar las bases para
la descomposicion ADM de la métrica. Dijimos que en principio casi todas las
métricas admitian este tipo de descomposicién. Pero ;jpor qué tuvimos proble-
mas en la métrica de Kasner, que se deja hacer la descomposicién (3+1)7 Lo que
pasa es que la métrica de Kasner si admite descomposicion, pero la relatividad
general no admte ninguna extensién de este modelo, entonces cuando se cambia
la estructura de la variedad con la constante cosmolégica, hay problemas.
Para que un superespacio admita una foliacién, es requerido que esta sea glob-
almente hiperbdlica. Esta definicion implica, entre otras cosas, que existe una
linea tnica sobre la cual toda la variedad se puede describir en términos de esta
linea, que debe ser como de tiempo. Otra cosa que implica que la variedad sea
globalmente hiperbdlica es que estas lineas de tiempo no pueden cer cerradas,
por lo cual la historia global no se repite. Esto respalda lo que dijimos en el
ultimo capitulo acerca de que el Big-Bang primordial no se pude repetir: son los
secundarios lo que pueden repetirse por toda la eternidad. La hiperbolicidad no
es un nombre sacado de la manga, pues la definicién usual de hiperbolicidad en
una superficie es que, si trazamos una linea sobre la superficie, no existe ninguna
otra que sea paralela a ésta; lo que nos dice que si existe un linea como de tiempo
en el superespacio, no puede haber otra que represente la misma historia.
Entonces cuando deseamos alterar la variedad como de Kasner, estamos alteran-
do la hiperbolicidad del superespacio, lo que hace que el formalismo, desde la
descomposicién ya no admita una foliaciéon y por lo cual no se puede hallar
ecuaciéon de Wheeler DeWitt.

Cuando se hace la integral de camino para sumar sobre todas las posibles
historias, se suma sobre todas las 3-métricas posibles; pero esto implica que
todos los espacios admisibles son globalmente hiperbdlicos, lo cual restringe las
métricas y las posibles variedades dentro del superespacio de todas las métricas.
Pero no hay razén fundamental para evitar este tipo de espacios, por lo cual se
podria decir que la funcién de onda global calculada por medio de la integral de
camino es incorrecta. Pero aqui viene el principio antrépico al rescate, pues nue-
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stro universo s6lo puede haber salido de la suma de probabilidades de todos los
espacios globalmente hiperbdlicos, y el efecto de los otros se ignora, pues nuestro
universo muestra hiperbolicidad. El argumento puede parecer débil, pero debe-
mos tener en cuenta que el camino de la Cosmologia Cuantica restringe ciertos
modelos por no acoplarse con lo observado, por ejemplo rechazamos el mode-
lo de Robertson Walker, no porque esté equivocado (después de todo es muy
adecuado en el universo actual) sino porque nuestro universo requiere un ajuste
mas fino de la teoria. Entonces probamos suerte con el modelo FRW y se ajusta
mejor, pero aun asi no es lo que necesitamos. Entonces incluimos el mecanismo
de inflacién. Y asi sucesivamente. Entonces, el hecho que restrinjamos la teoria
a ciertas condiciones no implican su falacia, sino que por ser una teoria cuantica,
es fundamentalmente impredecible y ni estando sobre la funciéon de onda pode-
mos hallar cual es exactamente. Entonces, lo que medimos son sombras de la
métrica global, que estd ahi, que depende de un niimero enorme de parametros,
y que es fundamentalmente desconocida para nosotros.

Cabe hacer una pregunta fundamental: jen qué espacio estamos trabajando?
Las restricciones que salen antes de cuantizar son clasicas, y actiian en el espacio
de fase de las variables canodnicas y sus conjugadas. Pero después de cuantizar,
cuando los momentos operan sobre la funciéon de onda es necesario armar un
espacio de Hilbert auxiliar [2, 30], H' = L?(R?) para que los operadores actien
sobre él y satisfagan las relaciones de conmutacién que en ultimas son las que
definen la cuantizacién. Pero el espacio de las funciones de onda no es este mismo
espacio, por lo cual no podemos restringir las funciones de onda a las que son
de cuadrado integrable, ya que la norma de este espacio no es necesariamente la
misma que la de H'. Es por esto que, si bien es conveniente pedirle integrabilidad
a las funciones de onda por razones fisicas, no es una exigencia para la validez
de cada modelo.
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